Introduccion

Este libro estd dirigido a estudiantes de las Olimpiadas de Matematicas que
quieren prepararse en el estudio de desigualdades, tema ahora frecuente en los
concursos de matematicas de distintos niveles. En este volumen se presentan
las desigualdades clasicas y desde luego las mas ltiles para enfrentar y resolver
problemas de optimizacién.

Para la presentacién de los temas, el libro se ha dividido en cuatro capitulos.
El capitulo 1 de desigualdades numéricas contiene las desigualdades basicas. La
mayoria de ellas son desigualdades numéricas que en general carecen de una in-
terpretacién geométrica, sin embargo cuando es posible darla ésta se incluye. Se
hace notar la importancia de algunas de ellas, por ejemplo, la desigualdad entre
la media geométrica y la media aritmética, la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la
desigualdad del reacomodo, la desigualdad de Jensen, la desigualdad de Muir-
head, entre otras. Para todas ellas, ademds de su justificacidén, se presentan
varios ejemplos que muestran cémo utilizarlas en problemas del tipo de olimpia-
das de matemdticas. También se hace notar cémo la estrategia de sustitucién
se utiliza para deducir varias desigualdades.

En el capitulo 2 de desigualdades geométricas, se ejemplifica el uso de las desi-
gualdades numéricas bdsicas del capitulo 1 para resolver problemas geométricos.
Se trabaja también, en esta parte, con desigualdades que tienen un fuerte conte-
nido geométrico, iniciando con hechos bdsicos como la desigualdad del tridngulo
y la desigualdad de Euler. Introducimos ejemplos donde el cardcter simétrico en
las variables ayuda a resolver algunos problemas, se hace también énfasis en
como los cambios de variable se utilizan para deducir varias de ellas. Resal-
tamos entre éstos la transformacién de Ravi y la correspondencia entre una
desiguladad en términos de las longitudes de los lados de un tridngulo a, b, cy
las desigualdades correspondientes en términos de s, r y R, el semiperimetro, el
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inradio y el circunradio del tridngulo, respectivamente. Se incluyen también va-
rios problemas geométricos clasicos haciendo hincapié en los métodos utilizados
para resolverlos.

En el capitulo 3 se presentan ciento veinte problemas de desigualdades que han
aparecido en concursos recientes, cubriendo todos los niveles desde olimpiadas
nacionales, regionales hasta competencias internacionales.

En el capitulo 4, se dan las soluciones a cada uno de los doscientos diez ejercicios
de los capitulos 1 y 2, asi como a los problemas presentados en el capitulo 3.
La mayoria de las soluciones de los ejercicios o problemas que han aparecido
en competencias internacionales de matemdticas se extrajeron de las soluciones
oficiales de cada uno de los concursos. Esta es la razén por la cual no damos
créditos individuales por ellas.

Una gran parte de los ejercicios y problemas de desigualdades se pueden resolver
utilizando distintas técnicas, es por ello que encontrarad algunos ejercicios repe-
tidos, pero en diferentes secciones. Esto le indicard que puede encontrar, con
la técnica desarrollada en la seccién correspondiente, una manera de resolver el
ejercicio utilizando dicha herramienta.

El material presentado en este libro ha sido acumulado durante los dltimos
quince afios, principalmente durante las sesiones de trabajo con estudiantes que
han ganado el concurso nacional de la Olimpiada Mexicana de Matematicas;
estos estudiantes se estaban preparando para las competencias internacionales
en las que México participa.

Quisieramos agradecer a Rafael Martinez Enriquez, Leonardo Ignacio Martinez
Sandoval, David Mireles Morales, Jesis Rodriguez Viorato y Pablo Soberén
Bravo por su cuidadosa revisién del texto y sus valiosos comentarios, lo cual
permitié mejorar la presentacién del libro.

Radmila Bulajich Manfrino
José Antonio Gomez Ortega
Rogelio Valdez Delgado
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Capitulo 1

Desigualdades Numéricas

1.1. El orden en los niumeros reales

Los niimeros reales tienen la importante propiedad de poseer un orden. El orden
en los nimeros reales nos permitirda comparar dos nimeros y decidir cual de ellos
es mayor o bien si son iguales. A fin de evitar justificaciones tediosas, asumiremos
que en los nimeros reales hay un conjunto P que llamaremos el conjunto de
nimeros positivos, y simbdlicamente escribiremos = > 0, para decir que un
nimero x estd en P. Aceptaremos también las tres propiedades siguientes.

Propiedad 1.1.1 Cada nimero real x tiene una y sélo una de las siguientes
caracteristicas:

(1) z=0.
(1) x € P (estoesx > 0).
(1ii) —x € P (esto es —x > 0).

Propiedad 1.1.2 Si x,y € P, entoncesxz +y € P
(en simbolos x >0,y >0=xz+y >0).

Propiedad 1.1.3 Si z, y € P, entonces xy € P
(en simbolos x > 0, y > 0= zy > 0).

Si tenemos a la “recta real” como representacién geométrica de los ndmeros
reales, es decir, una recta dirigida donde se ha localizado el cero 0", el cual
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divide en dos partes a la recta, los nimeros positivos son la parte que contiene
al uno “1". Por lo general el 1 estd colocado a la derecha de 0 en el sentido
que tiene la recta. Hacemos notar que el 1 es positivo, ya que si fuera negativo,
como cumple con la propiedad 1-x = x para cada x, tendriamos que cualquier
numero = % 0 cumpliria con x € Py —x € P, lo cual contradice la propiedad
1.1.1.

Ahora podemos definir la relacién, a es mayor que b, sia —b € P (en simbolos
a > b). Andlogamente, a es menor que b, si b —a € P (en simbolos a < b).
Observemos que a < b es equivalente a b > a. Definimos también a es menor
o igual que b, si a < b 6 a =10, (en simbolos a < b).

Denotamos a los nidmeros reales por R y al conjunto P de nimeros reales
positivos por RT.

Ejemplo 1.1.4 (i) Sia < b y ¢ es cualquier niimero, entonces a + ¢ < b+ c.
(ii) Sia <byc>0, entonces ac < be.

En efecto, para mostrar (i) tenemos que a + c < b+c < (b+c¢) — (a+¢) >
0 b—a>0<«a<b. Para ver (ii), tenemos que: a < b= b—a > 0y como
¢ > 0, resulta que (b —a)c > 0, luego bc — ac > 0 y entonces ac < be.

Ejercicio 1.1 Dados dos niimeros a y b, una y sélo una de las siguientes
afirmaciones se cumple, a = b, a > b o a < b.

Ejercicio 1.2 Muestre las siguientes afirmaciones:

i) a<0,b<0=ab>0.

1) a<0,b>0=ab<0.

i) a<b, b<c=a<ec.

iw) a<b c<d=a+c<b+d.
v) a<b= —b< —a.

vii) a>O,b>0:>%>0.

r) a>1=ad®>a.

(
(
(iz) 0<a<b 0<c<d= ac<bd.
(
(ri) 0<a<1=a®<a.
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Ejercicio 1.3 (i) Sia > 0, b > 0 y a? < b?, entonces a < b. (ii) Si b > 0,
tenemos que 3 > 1 si y sélo si a > b.

Para un ndmero real x se define el valor absoluto, el cual se denota por |z|,
como

2| x para x > 0
€Tl =
—x parax <0.

Geométricamente, |z| es la distancia del ndmero = (en la recta real) al origen
0. Tambien, |a — b es la distancia entre los niimeros reales a y b en la recta
real.

Ejercicio 1.4 Para cualesquiera nidmeros reales x, a y b, se tiene que:

(i) |x| >0, y es igual a cero solamente cuando x = 0.
(iii) |x|° = 22
(iv) |ab| = |af |b].
(

v) ‘%‘ :%, con b # 0.

Proposicién 1.1.5 (Desigualdad del triangulo) Para dos nimeros reales a y
b, siempre se tiene que
la+b| < la| + [b].

Ademds la igualdad ocurre solamente cuando ab > 0.

Demostracion. Como ambos lados de la desigualdad son nimeros positivos;
por el ejercicio 1.3 bastara entonces verificar que |a + b|*> < (|a| + |b])%.

la+b> = (a+0b)?=a’+2ab+b*=]a|® +2ab+|b]* < |a]* + 2 |ab] + |b]?
2 2 2
= la[* + 2al[o] + [b]" = (|a] + [b])".

En las relaciones anteriores hay una sola desigualdad y ésta es inmediata ya

que ab < |ab|. Notemos que cuando ab > 0 se tiene que ab = |ab| = |al|b|, ¥
entonces se da la igualdad.

La forma general de la desigualdad del tridngulo, para nimeros reales x1,
T2, ... , Tp, €S

|21 + 22 4 o A | <]+ @] o [
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La igualdad se tiene cuando todos los x; tienen el mismo signo. Esta se de-
muestra de manera similar, o bien por induccién. Otra versién de la desigualdad
anterior que su usa muy a menudo es

|21 £xe £ ... £ ap| < |xi| + |22 + ... + |20

Ejercicio 1.5 Sean z, y, a, b nidmeros reales muestre que:

i) x| <be —b<x<bh.

i) [la] = [b]| < |a — .

iii) x? + xy 4y > 0.

i) 2>0,y>0=22—zy+y>>0.

(
(
(
(

Ejercicio 1.6 Para nimeros reales a, b, ¢ muestre que

la] + |b| +|c| — a4+ b —|b+c|—|c+al+|a+b+¢l >0.

Ejercicio 1.7 Sean a,b nimeros reales con 0 < a < b < 1, muestre que:

(i) 0 < 1b_“ <1

Q |
-

Ejercicio 1.8 Muestre que si n, m son niimeros enteros positivos, entonces
2 si y sélo si /2 < m+2".

Ejercicio 1.9 Sia > b, x > y, entonces ax + by > ay + bzx.

Ejercicio 1.10 Siz, y > 0, entonces \/ +1/ % : > VT 4+ /Y.

Ejercicio 1.11 (Repiiblicas Checa y Eslovaca, 2004) Sean a, b, ¢, d € R con
a+d="b+ c, muestre que

(a—b)(c—d)+(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c) >0.
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Ejercicio 1.12 Sea f(a,b,c,d) = (a —b)?> + (b—¢)? + (¢ — d)? + (d — a)?.
Para a < b < ¢ < d, muestre que

fla,e,b,d) > f(a,b,c,d) > f(a,b,d,c).

Ejercicio 1.13 (IMO, 1960) ;Para qué valores de x se cumple la desigualdad

42

(1—+v1+22)?

<2z + 97

Ejercicio 1.14 Muestre que para cualquier entero positivo, la parte fraccionaria

de \/4n2 +n es menor que 1.

Ejercicio 1.15 (Lista corta IMO, 1996). Sean a, b, ¢ nimeros positivos que
satisfacen abc = 1, muestre que

ab n be n ca <1
a4+ +ab B+ +be A+ad+ca

1.2. La funcién cuadratica az? + 2bx + c.

Una desigualdad muy dtil en los niimeros reales es 22 > 0, la cual es vélida para
cualquier nimero real x (basta ver las propiedades 1.1.1 y 1.1.3 y el ejercicio
1.2 de la seccién anterior). De ésta se deducen muchas otras desigualdades,
en particular la usaremos para maximizar o minimizar una funcién cuadratica
ax?+2bx+ c. Estas funciones cuadraticas aparecen con frecuencia en problemas
de optimizacién o en desigualdades.

Un ejemplo comin consiste en probar que si a > 0, la funcidén cuadritica
azx?® + 2bx + ¢ tendrd un minimo en x = —2 y el valor minimo es ¢ — %. En
efecto,

a? a

b\? b2
= a(x+—> +c——,
a a

2 2
ar? + 2z +c¢ = a(x2+29x+b >+c—b—
a
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2 . - .
como (ac + 3) > 0 y como el valor minimo de esta ultima expresién es cero

s . ;o 2
cuando z = —2, tenemos que el valor minimo de la cuadrética es ¢ — %.

Si a < 0, la funcién cuadrdtica az? + 2bx + ¢, tendrd un maximo en z = —3 y
, 2 2 2
su valor ahi es ¢ — %. En efecto, como az? + 2bx +c=a (ac + g) +c— % y

puesto que a (ac + 3)2 < 0 (ya que a < 0), el valor mds grande de esta dltima

.y -/ sy . . . 2
expresion es cero, luego la funcién cuadréatica siempre es menor o igual a ¢ — %

y toma ese valor en x = —g.

Ejemplo 1.2.1 Si x, y son nimeros positivos con x + y = 2a, el producto xy
es maximo cuando x =y = a.

Si x4y = 2a, entonces y = 2a—x. Por lo que, 2y = 2(2a —z) = —2%+ 2ax =
—(z — a)?® + a? tiene un valor maximo cuando = = a y entonces y = z = a.
Esto se puede interpretar geométricamente como: ‘de los rectangulos de peri-
metro fijo, el de mayor drea es el cuadrado”. Ya que si z, y son los lados del
rectdngulo, el perimetro es 2(x + y) = 4a y su drea es zy, que es maxima
cuando x =y = a.

Ejemplo 1.2.2 S/ x, y son nimeros positivos con xy = 1, la suma x© + y es
minima cuando x =y = 1.

Si xy = 1, entonces y = % Asi, x+y =z + % = (f— ﬁf + 2, luego,
x + y es minimo cuando /z — ﬁ = 0, esto es, cuando x = 1. Por lo tanto,
r=y=1.

También podemos interpretar geométricamente esto de la siguiente forma, ‘de
los rectangulos de drea 1, el cuadrado es el de menor perimetro”. En efecto, si

x, y son los lados del rectangulo, tenemos que su drea es xy = 1 y su perimetro
2
es2x+y) =2(x+1)=2 { (\/—_ ﬁ) + 2} > 4. Adem3s, el perimetro

es 4 siy sélo si vz — ﬁ =0, esto es, cuando x =y = 1.

Ejemplo 1.2.3 Para cualquier niimero positivo x, se tiene que x + % > 2.

2
Basta observar que x+% = (\/_ — ﬁ) +2 > 2. Ademds, la igualdad se logra

siy sélo si \/z — % = 0, esto es cuando x = 1.

Ejemplo 1.2.4 Sia, b > 0 entonces { + 2 > 2, y la igualdad se da si y sélo si
a=b.



1.3 Media geométrica-media aritmética 7

Basta aplicar el ejemplo anterior con = = 3.

Ejemplo 1.2.5 Dados a, b, ¢ > 0, se puede construir un triangulo con lados
de longitud a, b y c si y sélo si pa® + qb®> > pqc?, para cualesquiera p, q con
p+qg=1

Recordemos que a, b y ¢ son las longitudes de los lados de un tridangulo si y sélo
sia+b>c,at+c>b b+c>a.

Sea Q = pa® + qb* — pgc® = pa® + (1 — p)b? — p(1 — p)c?® = ?p? + (a® — b* —
c2)p + b%. Q es una funcién cuadratica® de py

Q>0 < A:[(aQ—b2—62)2—46202}<0
& [a2—b2—c —2bc][2 b2—02—|—2bc]<0
& [@®—(b+)?][a*—(b—-0¢)? <0
< [a+b+cla—b—cla—b+cla+b—c] <0
[

& [b+c—allc+a—blla+b—c|>0.

Ahora [b+ ¢ —al[c+a —b]la+b—c|] > 0, si los tres factores son positivos o si
uno es positivo y dos de ellos negativos. Esto Ultimo es imposible, pues si por
ejemplo, [b+c—a] < 0y [c+a—b] < 0, tendriamos al sumar estas desigualdades
que ¢ < 0, lo cual es falso. Asi los tres factores son necesariamente positivos.

Ejercicio 1.16 Supongamos que el polinomio ax?+ bx + c satisface que: a > 0,
a+b+c>0,a—b+c>0,a—c>0yb®>—4ac> 0. Muestre que sus raices
son reales y se encuentran en el intervalo —1 < x < 1.

Ejercicio 1.17 Sia, b, ¢ son ndmeros positivos, entonces no suceden simulta-

neamente las desigualdades a(1 —b) > £, b(1 —¢) > I, ¢(1 —a) > 1.

1.3. Una desigualdad fundamental,
media geométrica-media aritmética

La primera desigualdad que consideramos fundamental en los problemas de
optimizacién, es la desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética

1Una funcién cuadritica az? + bz + ¢ con a > 0, es positiva cuando su discriminante
. . 2 2
A = b”—4ac es negativo. En efecto, esto se sigue de que az’+bz+c=a (v + L2) + 22",

2a 4a
—bty/b2—4ac

Recuerde que las raices son o , y son reales cuando A > 0, en caso contrario no
hay raices reales, por lo que az? + bz + ¢ toma un mismo signo, esta expresién serd positiva
sia > 0.
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de dos nliimeros no negativos a y b, que esta dada por

\/%ga;b. (MG — MA)

Ademas la igualdad ocurre si y sélo si a = b.

Los nimeros vab y “T*b se conocen como la media geométrica y la media
aritmética de a y b, respectivamente. Para demostrar la desigualdad basta
observar que,

b b—2vab 1 2
o _\/@:#3(@_\@) >0,

Desde luego la igualdad se logra si y sélo si v/a = /b, es decir, cuando a = b.
Ejercicio 1.18 Parax >0, 1+ z > 2./x.

Ejercicio 1.19 Paraz >0, z + % > 2.
Ejercicio 1.20 Para z, y € R*, 22 4 ¢ > 2.
Ejercicio 1.21 Para z, y € RY, 2(2? + ¢?) > (z +y)2.

1 4
Y Zac+y'

Ejercicio 1.22 Parax, y € R™, % +
Ejercicio 1.23 Paraa, b, x € R", az + % > 2v/ab.
Ejercicio 1.24 Paraa, b >0, § + g > 2.

<«tb_Vab <

Presentamos ahora una demostracién geométrica y visual de las siguientes de-
sigualdades, para z, y > 0,

2

(a=b)’

Ejercicio 1.25 Para0<b<a, + (a—b) b

8 a

oo

2 T+y
< Jry < —=. 1.1
%Jr%,\/y, 5 (1.1)
A
h
g E
B o) O C
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Construyamos una semicircunferencia de didmetro BC' = x+y y sean x = BD,
y = DC. Sea A el punto donde la perpendicular a BC' por D intersecta a
la semicircunferencia y sea E el pie de la perpendicular desde D al radio AO.
Denotemos por g = AD, h = AE. Por ser ABD y C'AD triangulos rectdngulos
semejantes, tenemos que

g T
== luego g = /xy.
Yy g

También, por ser AOD y ADE tridngulos rectdngulos semejantes, tenemos

h /T 2 2
—_— = x+y, luego h = - .
Vvry 8 T4y (éJﬁ)

Finalmente, la geometria nos dice que en un tridngulo rectdngulo un cateto
siempre es menor que la hipotenusa. Por lo que, h < g < $+y , que reescribimos

como
y

\/_<
$+y

El nimero lil se conoce como la media arménica de x y y. La desigualdad

z 'y
de la izquierda en la ecuacién (1.1) se conoce como la desigualdad entre la
media armonica y la media geométrica.

Algunas desigualdades se pueden demostrar a través de repetir la aplicacién
de una desigualdad sencilla, ademds del uso de una buena idea para dividir el
problema, esto se puede ver resolviendo los siguientes ejercicios.

Ejercicio 1.26 Paraz, y, 2 € RY, (z +y)(y + 2)(z + =) > 8zyz.
Ejercicio 1.27 Parazx, y, 2 € R, 22 + 9% + 22 > 2y + yz + zx.
Ejercicio 1.28 Parax, y, 2 € RT, zy + yz + 2x > 2/yz + y/22 + 2/77.

Ejercicio 1.29 Para z, y € R, x2 4+ y2 +1>zy+2x+y.

[y

C 1
Ejercicio 1.30 Para z, y, z € RY, 2Ty L+ 1> \ﬁ \ﬁ

ﬁ

Ejercicio 1.31 Paraz, y, z € RT, 2L + & +E >4yt

Ejercicio 1.32 Paraz, 5y, z € R, 22 + % + 22 > /9% + 22 + yva? + 22.

La desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética se puede exten-
der para mas ntimeros. Por ejemplo, podemos ver la siguiente desigualdad entre
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la media aritmética y la media geométrica para cuatro nlmeros no negativos a,
b, ¢, d, que afirma que W > abed, de la siguiente manera:

a+b+c+d 1/a+b c+d 1
S > -
4 2< 2 + 2 >2<\/J+\/a)

VabVed = vabed.

Observemos que usamos tres veces la desigualdad M G — M A para dos nimeros,
en cada caso: conay b, con cy d, y con vVaby ved. Més aun, la igualdad se
dasiysélosia=>b ¢c=dyab= cd, esto es cuando los nlimeros satisfacen
a=b=c=d.

Ejercicio 1.33 Paraz, y € R, xd + y4 + 8 > 8xy.

v

Ejercicio 1.34 Paraa, b, c,d € RT, (a+b+c+d) (% + % + % + é) > 16.
Ejercicio 1.35 Paraa, b, c,d € RT, ¢ + % + S+ g > 4.

Hay un muy buen truco para ver que la desigualdad también es verdadera para
tres nimeros no negativos a, b y ¢, esto es, que Vabe < %HC. Considere

los siguientes cuatro niimeros a, b, ¢ y d = v/abc. Como la desigualdad es
verdadera para cuatro nimeros, tenemos “HEctd > Yahed = Vd3d = d.
Luego, %b“ >d— id = %d, por lo que, %b*c > d = vabe.

Estas ideas se pueden usar para justificar la version general de la desigualdad
para n ndmeros no negativos. Si ay, ao, ... , a, sSon nm nimeros no negativos,
tomamos los nimeros A y G definidos como

a) +as+---+ap
n

A= G = Yaras - ay,.

Estos nlimeros se conocen como la media aritmética y la media geométrica
de los nimeros a1, as, ... , a,, respectivamente.

Teorema 1.3.1 (Desigualdad entre las medias geométrica y aritmética)

a1+a2+-~-+an
o .

Varag---an <

Primera demostracién. (de Cauchy)
Llamemos P, a la afirmacion G < A, para n ndmeros. La demostracién la
haremos por induccién sobre n, pero una induccién del siguiente tipo:

(1) Se muestra que la afirmacién vale para 2 nimeros, esto es que P» es cierta.
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(2) Se muestra que la afirmacién: P, = P, _;.
(3) Se muestra que la afirmacién: P, = Py,.

Cuando es valido (1), (2) y (3), todas las afirmaciones P,, con n > 2 son
verdaderas. Demostramos ahora estas afirmaciones:

(1) Este apartado lo hemos hecho en la primera parte.

(2) Sean ay, ag, ..., a, ndmeros no negativos y sea g = n-Yay - --a,—1. Con
este niimero agregado a los nimeros aj, ... , a,_1 obtenemos n nimeros

a los que aplicamos F,,,

aij+- - tan_1+g
n

> Yaraz - an—19 = \ g lt.g=g.

al+--+an—1
Ere =y

Luego, a1 +---+ap—1+9g > ng y entonces se sigue que I

por lo que P,,_1 es verdadera.

(3) Sean ay, as, ... , ag, ndmeros no negativos, entonces

ai+az + -+ ag (a1 +az) + (a3 + a4) + -+ + (a2n—1 + a2n)

> 2(yaiaz + asag + - - + \Jasp—1a2,)
1
> 2n(yarazv/azaq - - - \/agn—1am)"

= 2n(ajag--- agn)ﬁ .

Hemos aplicado primero varias veces la afirmacién P, que sabemos es cierta y

después la afirmacién P, a los nlimeros /aias, \/asay, ... , \/G2n—1G2n.

Segunda demostracion. Sea A = %F=F9n Tomemos dos de los niimeros
a;, uno menor que A y otro mayor que A, si es que existen. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que son ay = A—hyas =A+ kcon h, k> 0.
Cambiaremos aj y ao por otros dos niimeros que incrementen el producto y que
dejen fija la suma, definimos

aj=A ay=A+k—h.

Comoa)+ady=A+A+k—h=A—h+ A+k = a; + as, es claro que,
ay+ay+as+---+a, =a1+as+az+---+ay, peroaja, = A(A+k—h) =
A2 + A(k —h) y ajaz = (A+ k)(A—h) = A% + A(k — h) — hk, luego,
alal, > ayas y entonces ajabas - a, > ajasas - - ay.
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Si A=da] =d)=a3 = - = a,, ya no hay nada que demostrar (se da la
igualdad), en caso contrario hay dos elementos, uno mayor que A y otro menor
que A, y repetimos el argumento. Como cada vez que realizamos esta operacién
se crea un numero igual a A, el proceso no puede ir mas alld de n pasos.

Ejemplo 1.3.2 Encuentre el valor maximo de x(1 — 23) para 0 < x < 1.

La idea de la prueba es transformar el producto en uno cuya suma sea constante.
Siy = x(1—12%), es claro que el lado derecho de 3y3 = 323(1 —23)(1 —23)(1 -
x3), visto como el producto de cuatro nimeros 3z3, (1—23), (1—23) y (1—2?),
tiene suma constante igual a 3. La desigualdad entre la media geométrica y la
media aritmética para los cuatro nimeros nos garantiza que

3 D SN 4
37 < 3x° + 3(1 — 2?) _ § ,
4 4
3

Ademis, el valor maximo se alcanza cuando 323 = 1 — 22,

_3_
44
esto es, si x = %

V4

Ejercicio 1.36 Sean x; > 0, i = 1,...,n. Muestre que

luego, y <

11 1 9
(T1+ze+-+xp) | —+—++— ) >n"
T xZ9 In

Ejercicio 1.37 Si {ay,...,a,} es una permutacion de {by,...,b,} C R, en-
tonces

Ejercicio 1.38 Sia > 1, entoncesa™ —1>n (anTl — anT_l).
Ejercicio 1.39 Sia, b, ¢ >0y (14 a)(1+b)(1+c) =38, entonces abc < 1.
Ejercicio 1.40 Sia, b, ¢ > 0 entonces % + % + % > ab + bc + ca.

Ejercicio 1.41 Sia, b, ¢ > 0, entonces

a’b? + b?c? + 2a® > abe(a + b+ c).
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Ejercicio 1.42 Sia, b, ¢ > 0, entonces

(aQb + b2+ CQa) (a62 +bc? + ca2) > 94222,

Ejercicio 1.43 Sean a, b, ¢ > 0 tales que abc = 1. Muestre que

1+ab+1+bc+1+ac>
1+a 14+ 1+c —

Ejercicio 1.44 Sia, b, ¢ > 0, muestre que

9 1 1 1 1 1 1
— <2 + + < —4 -4 -
at+b+c a+b b+4+c cHa a b ¢

Ejercicio 1.45 Si H, =1+ % 4+ 4 % muestre que

n(n—l—l)% <n-+H,, para n>2.

Ejercicio 1.46 Six, x2, ... , x, > 0, son tales que 1+1x1 4+ 1+1$n = 1.
Muestre que
T1To - wy > (n—1)".
Ejercicio 1.47 (Lista corta IMO, 1998) Sean a1, aa, ..., a, nimeros positivos
conay +as+ -+ a, <1, muestre que
arag---ap [1— (a1 +ag +--- +ay)] 1

@t ta)l—a)(d—a)(—ay) = i

Ejercicio 1.48 Sean a4, a9, ... , a, nimeros positivos, tales que 1+1a1 4+ 4
1

1+an

= 1. Muestre que

Vai 4+ ag > (n—1) (\/%++\/2—n)
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Ejercicio 1.49 (APMO, 1991) Sean ay, ag, ... , ay, by, ba, ... , b, nidmeros
positivos, tales que a1 +as + ---+ ap, = by + by + - -+ + b,,. Muestre que

2 2
aj I

1
4+ .04 —
a1+b1 an+bn 2

(a1 + -+ an).

Ejercicio 1.50 Sean a, b, ¢ nidmeros positivos, muestre que

1 1 1 1
<
a3+b3+abc+b3+c3+abc+c3+a3+abc -

abe’

Ejercicio 1.51 Sean a, b, ¢ niimeros positivos con a + b+ ¢ = 1, muestre que
1 1 1
(—+1> <-+1> (—+1> > 64,
a b c
Ejercicio 1.52 Sean a, b, ¢ niimeros positivos con a + b+ ¢ = 1, muestre que

)

Ejercicio 1.53 (Reptblicas Checa y Eslovaca, 2005). Sean a, b, ¢ niimeros
positivos que satisfacen abc = 1, muestre que

a b c
@+ D0+ T 1D+ D T et Dt

>

>~ w

. . . , .- . 1 1 1 _
Ejercicio 1.54 Sean a, b, ¢ nimeros positivos que satisfacen -+ 15+ 14 =
1, muestre que

abc > 8.

Ejercicio 1.55 Sean a, b, ¢ ndmeros positivos, muestre que

2ab 2bc 2ca
+ +
a+b b+4+c cHa

<a+b+c
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Ejercicio 1.56 Sean a1, as, ..., an, b1, bo, ... , by, numeros positivos, muestre
que
n n
1 2 2
g g (a; +b;)” > 4n”.
i=1 aibi = o

Ejercicio 1.57 (Rusia, 1991) Sean x, y, z nimeros reales no negativos, muestre
que
(z+y+2)>

3 > T\/YZ + YV 2T + z4/TY.

Ejercicio 1.58 (Rusia, 1992) Para nimeros reales positivos x, y, z, muestre
que
t + oyt + 22 > V8ayz.

Ejercicio 1.59 (Rusia, 1992) Muestre que para cualesquiera niimeros reales x,

y > 1, se tiene
22 Y2
> 8.
y—1+$—1 -

1.4. Una desigualdad maravillosa,
la desigualdad del reacomodo

Considere dos colecciones de nimeros reales ordenados en forma creciente,

a1 <ag < <ay y bleQSSbn

Para cualquier permutacién (a},d), ...,al,) de (a1,as, ..., ay), se tiene que

a1by + agby + - -+ + apby, ayby + ayby + -+ al,by (1.2)

>
> anbl +an,1b2+---+albn (13)

Ademis, la igualdad en (1.2) es cierta si y sélo si (a},d), ..., al,) = (a1, as, ..., ap).
Y la igualdad en (1.3) es cierta si y sélo si (a},db,...,al) = (an,an_1,...,a1).

A la desigualdad (1.2) se le conoce como la desigualdad del reacomodo.
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Corolario 1.4.1 Para cualquier permutacion (a,d}, ...,al,) de (a1, as, ..., a,),
se tiene que

2 2 2 / / 1
ai +as+ -+ +a, > ajay + agas + -+ + apay,.

Corolario 1.4.2 Para cualquier permutacion (a},dl, ...,a),) de (a1,as, ..., ay),
se tiene que

/ !
a , QG a

/
+ =4+ >
al a9 Ay,

Demostracion (de la desigualdad del reacomodo)
Supongamos que b; < by < --- < b,. Sean

S = aibi+abs+---+aby+ - +ashs + -+ apby y
S" = aiby +agby + -+ ash, + -+ apbs + - - + anby.

La diferencia entre S y S’ es que los coeficientes de b, y bs, donde r < s, estdn
intercambiados. Por lo tanto,

S — 8" = a;b, + asbs — asb, — aybs = (bs — b,)(as — a,).
Entonces podemos afirmar que S > S’ si y sélo si as; > a,. Repitiendo este

proceso tenemos que la suma S es la mayor cuando a1 < ag < --- < ay.

Ejemplo 1.4.3 (IMO, 1975) Considere dos colecciones de nimeros x; < x9 <
v < Xy, Y1 < yo < oo - <y, yuna permutacion (21, 22, ..., zn) de (Y1, Y2, <o, Yn)-
Muestre que

(T1—y1)2 4 (@ —yn)? < (21— 21)° + -+ (2 — 20)°.

Elevando al cuadrado y reacomodando la desigualdad anterior, tenemos que es
equivalente a

n n n n n n
DT TS SEVID S P SRt BE) SRS o)
=1 =1 =1 =1 =1 =1

perocomo Y 1 yZ = >"" | 22 entonces la desigualdad que tenemos que probar

es equivalente a demostrar

n n
E Tiz; < E TiYi,s
i=1 i=1

que es la desigualdad (1.2) del teorema.



1.4 Una desigualdad maravillosa 17

Ejemplo 1.4.4 (IMO, 1978) Sean x1, x2, ... , T, enteros positivos distintos,
muestre que
:C1+3:2+ +£Cn>1+1+ +1
12 22 nz 1 2 n’
Sea (ai,as,...,a,) una permutacién de (z1,22,...,oy,) con a3 < ag < -+ <
ap ysea (by,ba,..., by) = (#,ﬁ, ,%2) esto es b; = m para los
indicesi=1,...,n.
Considere la permutacién (a},d), ..., a},) de (a1, as,...,ay) definida por a} =
Tpt1—i, parai=1,...,n.
Utilizando la desigualdad (1.3) tenemos que
I i) In
ﬁ+2—2+"'+ﬁ = a'lbl—i-aébg—l—-”-i-ailbn

> apby +ap—1ba +--- +aib,
= aib, +agby,_1+---+a,b

. al a9 (079
Como1<ay, 2<as, ..., n <a,, tenemos que
1‘1+1‘2+ +$n>a1+a2+ +an>1+2+ +n_1+1+ +1
12 22 n2 = 12 22 n2 = 12 " 22 nz2 1 2 n’

Ejemplo 1.4.5 (IMO, 1964) Sean a, b, c las longitudes de los lados de un
tridngulo. Muestre que

a?(b+c—a)+b*(a+c—b) 4+ (a+b—c) < 3abe.

Como la expresién es una funcién simétrica en a, b y ¢, podemos suponer sin
perder generalidad que ¢ < b < a. Entalcaso, a(b+c—a) <b(a+c—0) <
cla+b—c).

Por ejemplo, la primera desigualdad se justifica como sigue

a(b+c—a)<bla+c—b) & ab+ac—a®><ab+bc—b?
& (a—bje<(a+b)(a—b)
< (a—b)(a+b—c)>0.
Por la ecuacién (1.3) de la desigualdad del reacomodo, tenemos que
a?(b+c—a)+b*(c+a—b)+c2(a+b—c) < ba(b+c—a)+cb(c+a—b)+ac(a+b—c)
a?(b+c—a)+b%(c+a—b)+c2(a+b—c) < ca(b+c—a)+ab(c+a—b)+bc(a+b—c).
Por lo tanto, 2 [a?(b+ ¢ —a) + b*(c+a —b) + *(a+ b — ¢)] < 6abe.
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Ejemplo 1.4.6 (IMO, 1983) Sean a, b, ¢ los lados de un tridngulo, muestre
que
a’bla —b) + b?c(b—¢) + ta(c—a) > 0.

Consideremos el caso ¢ < b < a, (los otros casos se desarrollan de manera

similar).

Como en el ejemplo anterior, tenemos que a(b+c—a) < b(a+c—b) < c(a+b—c)

y como ademds 1 < 1 <1 por la desigualdad (1.2) obtenemos

1 1 1

—a(b+c—a) +gb(c+a—b)+—c(a+b—c) >

a c
1 1 1

>—a(b+c—a)+ —blc+a—0b) +gc(a+b—c).

c a

Por lo tanto, a-+b+c> a(bc—a) +b(ca—b) +c(ab—c) +a+b+ec

a(b—a) +b(c—b)+c(a—c)

C a

De donde tenemos que < 0. Multiplicando por

abe, obtenemos

a®b(a — b) + bc(b — ¢) + alc —a) > 0

Ejemplo 1.4.7 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz ) Para cualesquiera niime-

ros reales i, ..., Tn, Y1, - .., Yn, la siguiente desigualdad se cumple
n 2 n n
(z y> < (z ) (Zy?) |
i=1 i=1 i=1
La igualdad se da si y sélo si existe una A € R con z; = M\y;, para cada
i=1,2,....,n.
Sizi=x9=---=xz,=00y; =y2 =+ =y, = 0 el resultado es evidente.

De lo contrario, sean S = /> 0 ja? y T = /> ", y?, claramente S # 0 y

T # 0. Definamos a; = G y anyi = %, parai=1,2,...,n. Usando el corolario
141,

n ) n 2 2n
x5 £
D25 F
im1 i=1 i=1
> G1Qpy1 + a2apy2 + -+ apaoy + app1a1 + -+ agpan

T1Y1 + x2Y2 + -+ Tnn

= 2 ST
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La igualdad ocurre si y sélo si a; = an44, parat =1,2,...,n, y esto es cierto
si y sélo si x; = %yl parai=1,2,...,n.

Podemos dar otra demostracién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz utilizando
la identidad de Lagrange

n 2 n n n n
(S = (S5 (3008 - 4303t -
=1 =1 =1 =1 j=1

La importancia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz serd evidente a lo largo
del libro. Como veremos, es una herramienta (til para resolver un gran niimero
de ejercicios y problemas.

Ejemplo 1.4.8 (Desigualdad de Nesbitt) Para a, b, c € R, se tiene que

a . b n c S 3
b+c c+a a+b 2
Sin perder generalidad, podemos suponer que a < b < ¢, de esta hipdtesis se
siguequea+b<c+a<b+cy ﬁ < Cj%a < a%—b'

Usando la desigualdad del reacomodo (1.2) dos veces, tenemos

a b c b c a
- - > + -
b+c¢c c¢c+a a+b " b+c ct+a a+b
a b c S c a b

b+c+c+a+a+b_ b+c+c+a+a+b'

Por lo tanto, 2 a4 + b + € > b+c+c+a+a—|—b = 3.
b+c c+a a+bd b+c c+a a+bd

Otra forma, de demostrar la desigualdad es usando la desigualdad (1.3) dos
veces,

c+a a+b b+ec

b+c c+a a+b
a+b b+c cHa

b+c c+a a+b

2a+b+c 2b+c+a 2c+a+b
b+c + cta + a+b 26'

Luego, al sumar las dos expresiones obtenemos

y entonces
2a 2b 2c
>3

b—l—c+c+a+a+b* '
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Ejemplo 1.4.9 (IMO, 1995) Sean a, b, ¢ € R™, con abc = 1. Muestre que

1 1 1
a3(b+ c) * b3(c+ a) + c3(a+ D)

3
> —.
-2

Sin perder generalidad podemos suponer ¢ < b < a. Sean x = % y = % y

z = 1 entonces

c'

PR S S

adlb+ec) b(c+a) Ala+d)

3 3 3
B T Yy z

T 1 1T 1°

— — — — _+_

y oz oz Ty
2 2 2

+ + .
Yy+z z4+zx x4y

Como z < y < z, tenemos que  +y < z+ 2 < y + z y también que
7 < 745 < 55 Por la desigualdad del reacomodo (1.2), obtenemos
2 2 2
x z x z zZT
+ L4 > 4 Py
y+z z4+x x4y y+z z4+x x4y
2 2 2
x z Tz x z
+ L4 > + 2 2
y+z z4+x x+yY z+xr z+x xT+y

que a su vez nos llevaa 25 >z +y + 2z > 3¥xyz = 3. Por lo tanto, S >

\][oV]

Ejemplo 1.4.10 (APMO, 1998) Sean a, b, ¢ € R™, muestre que

(1+%) <1+g> (1+§)22(1+%\/%C>.

Observemos que

(1+%) <1+g> (1+§) z2(1+7at;’;c>

a b ¢ a c¢ b abce a+b+c
S 1+ (s+-F-)+(-++= )+ >2(1+——r
b ¢ a c b a abe
b b _ 2 b
o Gybie o e by 2atbyo
b ¢ a ¢ b a abe
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Definiendo a = z3, b = 43, ¢ = 23. Tenemos ahora que mostrar que
S+t Z3tztz+t3+t32 .
Y x z Y x TYz
Pero, si consideramos (a1, az,as,aq,as,ag) = (5, 422 z, %)
(allval%agaaiba%aaé) = (%a %a %a §> %a %) y (blvbQ>b3vb4>b5>b6) =
= (Z/:_;’ Z_z, ;_z, z—z, ;—5, g—z) tenemos que
3 3 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2
Y z x z Y Yy y'z zzx x°z oz yex
B O T B T A A A U B H S TR A B A
y3+z3+:1:3+ 3+y3+x3*y22+z2x+x2y+22y+y2 +:1: >
2?42 2 . 22 2 g2
Cyz o ozx o owy 2y yr  xz
B 2(3:3—1-3/3—1-23)
N TYz
Ejemplo 1.4.11 (Desigualdad de Tchebyshev) Sean a; <ay <---<a,y
by <by <---<b,, entonces
aiby +agby + -t anby a1 Fart--tan bitbt-+b
n B n n ’
Aplicando varias veces la desigualdad del reacomodo obtenemos
aiby + - +apby, = aiby +agby + -+ ayby
atbr + -+ apb, > aibs + asbs+ -+ aby
arby +---+apb, > aibs+ asbyg+ -+ aybo
airby +---+apb, > aib, +asby + -+ apby_1,
al sumar todas las expresiones, obtenemos
B @by o anbn) > (14 ) (b B
Notemos que la igualdad ocurre solamente cuando a; = ax = --- = a, ©

by =by=---=b,.

Ejercicio 1.60 Cualesquiera tres nimeros reales positivos a, b y ¢ cumplen que

a® 4+ b2+ > a®b + b*c + Fa.
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Ejercicio 1.61 Cualesquiera tres niimeros reales positivos a, b y ¢, con abc = 1,
satisfacen que

a® + % + ¢ + (ab)? + (be)® + (ca)® > 2(a®b + bPc + cFa).

Ejercicio 1.62 Cualesquiera tres nidmeros reales positivos a, b y ¢ cumplen que

a2+b2+02>b+c+a
2 2 a2 " a b ¢

Ejercicio 1.63 Cualesquiera tres nidmeros reales positivos a, b y ¢ cumplen que

1 1

a+b+c
— =t

1
< —
abe *a2+

Ejercicio 1.64 Sia, by c son la longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que

a n b n c >3
b+c—a c+a—-b a+b—c
Ejercicio 1.65 Siai, as, ..., a, €ERT ys=ay +as +---+ a,, entonces
ai as Tt Qnp, > n ‘
s—aiy S—ay s—a, mn-—1
Ejercicio 1.66 Siay, as, ..., a, €ERT ys=ay +as +---+ a,, entonces
S S S TL2
T > :
s—ay S—ay s—ap, n-—1
Ejercicio 1.67 Siaq, as, ... ,a, €RT yay +as +---+a, = 1, entonces
ay ag an, n

+ -+ .
2—a1+2—a2 2—a,  2n-—-1
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Ejercicio 1.68 (Desigualdad media cuadratica-media aritmética) Sean
x1, T2, ... , Tn € RT, entonces

o>

\/x%+x§+---+x2 z1+ a9+ o+ 1y
n n ’

Ejercicio 1.69 Para nimeros reales positivos a, b, ¢, que satisfacen a+b+c =1,
muestre que

ab+ bc+ ca <

Wl

Ejercicio 1.70 (Media arménica, geométrica y aritmética) Sean
x1, T2, ... , Tn € RT, muestre que

n T1+ax2+--+w
1 1 1 < n\/xle"'xné : 2 n'
Donde las igualdades se dan si y sélo si 1 = x9 = -+ = x,.
Ejercicio 1.71 Sean ay, as, ... , an nimeros positivos con ajas -+ - a, = 1.
Muestre que
n—1 n—1 n—1 1 1
ay el b al T > = —
aj as n
Ejercicio 1.72 (China, 1989) Sean ay, as, ... , a, nimeros positivos, tales que

a1+ as + -+ a, = 1. Muestre que

al a 1

Ejercicio 1.73 Sean a, b y ¢ nimeros positivos tales que a+b+c = 1. Muestre
que:

(i) Via+1+Vab+1+Vic+1 <5,

(i1) Vada+ 1+ Vab+ 1+ dc+1 < V21
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Ejercicio 1.74 Seana, b, ¢, d € R™, con ab + bc + cd + da = 1, muestre que

a’ b3 3 d3
b+c+d+a+c+d+a+b+d+a+b+c

1
> —.
-3

Ejercicio 1.75 Sean a, b, ¢ nidmeros positivos, con abc = 1, muestre que

a

b ¢
+-+-=>a+b+ec
b ¢ «a

Ejercicio 1.76 Sean x1, 3, ... , x,, (n > 2) ndmeros reales tales que la suma
de cualesquiera n — 1 de ellos es mayor que el elemento que quedo fuera de la
suma. Sea s =y ;_, xj,. Muestre que

n

2
x s
Z k> '
s—2xp  n-—2
k=1

1.5. Funciones convexas

Una funcién f : [a,b] — R es convexa en el intervalo I = [a,b], si para cada
t€[0,1] y para a < x < y < b, se tiene la desigualdad

flty+ (1 —t)x) <tf(y) + (1 =) f(2). (1.4)

Geométricamente, la desigualdad anterior se interpreta diciendo que la grafica
de f entre x y y queda por debajo del segmento que une a los puntos (z, f(x))

y (y, f(y)-
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En efecto, la ecuacién de la recta que pasa por (z, f(z))y (v, f(y)) es

Lty+(1-t)z) = flz)+ T(t(y —)) = f(z) +t(f(y) — f(2))
= tf(y) + (1 —t)f(2).
Por lo que, la desigualdad (1.4) es equivalente a
flty+ (1 —t)z) < Lty + (1 - t)z).

Proposicion 1.5.1 (1) Si f es convexa en el intervalo [a,b], entonces es con-
vexa en cualquier subintervalo [x,y] C [a,b] .
(2) Si f es convexa en [a,b], entonces, para cualesquiera x, y € [a,b], se tiene

T+y 1
£(55Y) = 50@ + 1) (15)
(3) (Desigualdad de Jensen) Si f es convexa en [a,b], entonces para cua-
lesquiera ty, ..., t, € [0,1] con Y, t; = 1 y para 1, ... , z,, € [a,b], se
tiene

ftizr+ -+ thxy) <tif(z1) + - + tof(zp).

(4) En particular, para xi, ... , x, € |a,b], podemos afirmar que

f (u) < ()t Flan)).

n n

Demostracion. (1) Se deja como ejercicio al lector.

(2) Basta tomar ¢ = 3 en la ecuacién (1.4).

(3) f (trws + -+ tnwn) = F((1 = tn) (Th-z1 + - + 25wy 1) + town)
<(1—ty)f <1f1tn 1+ -+ i"_—‘tixn,l) + tnf(x,), por convexidad

<(1—t) {li_ltnf(ggl) S ii_tif(xnfl)} + tnf(xy), por induccidn
= tlf(xl) + -+ tnf(djn)

(4) Solamente tenemos que aplicar (3) con t; =to =--- =t, =

1
o
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Observaciones 1.5.2 (i) Podemos ver que (4) es vdlida bajo la tnica suposi-

cion de que f satisfaga la relacion f (xTer) < w para cualesquiera x,
y € [a,b].
(ii) Podemos ver que (3) es vdlida para ty,...,t, € [0,1] ndmeros racionales,

bajo la tnica condicién de que f satisfaga la relacion f (%ﬂl) < M

cualesquiera x, y € [a, b)].

para

La demostracién de (i), la haremos por induccién. Llamemos P, a la afirmacién

i (i) < 2 (f@) 4+ fon),

n n
para x1, ..., T, € |a,b]. Es claro que son validas las afirmaciones P, y Ps.
Ahora, mostremos que P, = P,,_1.

Sean z1, ..., T, € [a,b] y sea y = % Entonces, por ser cierto P,

tenemos

f<a:1+~-+acn1+y
n

Pero el lado izquierdo es f(y), por loque n-f(y) < f (x1)+- -+ f(xn_1)+f(y),

luego
1

n—1

fly) < (f (1) + -+ f(zn-1)) -

Finalmente veamos que P, = P»,.

Sea D = f $1+"'+$n+;377;+1+"'+932n) _ f(1H2rv)v donde u = $1+'7'Z'+56n y v =

$n+l‘|""'|’$2n
I

Como f (“52) < 2(f(u) + f(v)), tenemos que

O e e P e )

N

< o (Fla) 4ot flan) + fl@nan) + -+ flazn)

donde hemos usado dos veces la afirmacion P,.

Para demostrar (ii), nuestro punto de partida serd considerar la afirmacién
Ty, 1

f(BEE) < L(f(z1) 4+ f(2n)), para x1, ..., 2, € [a,b] y n € N.

Sfean 1 = % t, = :—Z n.ﬂmeros racionales en [0, 1] con Z?:l t; = 1.

Si m es el minimo comdn multiplo de las s;, entonces t; = % con p; € Ny
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Yo pi =m, luego

ftizy + -+ tozy) = f (ﬁxl o ?ﬁxn)
m m

1
= @t m) e (@t )
— —

p1—términos pn—términos
1
< | Ule) + oA f@)) 4o (flan) + o+ flan)
p1—términos pn—términos
_n L

= tlf(djl) +-+ tnf(djn)

2

Observacion 1.5.3 Si f : [a,b] — R es una funcion continua® en [a,b] y

cumple el inciso (2) de la proposicién, entonces f es convexa.
Hemos visto que si f cumple (2), entonces

flgz + (1 —=q)y) < qf(x) + (1 —q)f(y),

para cualesquiera x, y € [a,b] y ¢ € [0,1] un nimero racional. Como cualquier
real t se puede aproximar por una sucesiéon de nimeros racionales ¢, tenemos
que si estos g, estan en [0, 1], entonces

flane + (1= aqn)y) < auf (@) + (1= qn) f(y)-

Ahora bien, la continuidad de f nos garantiza que al tomar el limite obtenemos

flte 4+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Decimos que f : [a,b] — R es céncava si —f es convexa.

Observacién 1.5.4 Una funcion f[a,b] — R es cdncava en [a,b] si y sdlo si
fly+ A —=t)z) >tf(y)+ 1 —t)f(z), para0<t <1 ya<z<y<b.

Veamos ahora algunos criterios para decidir si una funcién es convexa.

2Una funcién f : [a,b] — R es continua en el punto ¢ € [a,b] si limy—. f(z) = f(c), y f
es continua en [a, b] si es continua para todo punto en el intervalo. Equivalentemente, f es
continua en ¢, si para toda sucesién de puntos {c,} que converge a ¢, la sucesién {f(cn)}
converge a f(c).
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Criterio 1.5.5 Una funcion f : [a,b] — R es convexa si y sélo si el conjunto
{(z,y)|a <2 <b, f(xr) <y} es convexo’.

Demostracion. Supongamos que f es convexa y, sean A = (x1,y1) y B =
(x2,y2) dos puntos del conjunto U = {(z,y)|a < =z < b, f(x) < y}. Para
mostrar que tB 4 (1 —t)A = (tzg + (1 — t)x1,ty2 + (1 — t)y1) pertenece a U,
bastara ver que a < txo+ (1 —t)x; <by f(tza+ (1 —t)z1) < tya+ (1 —t)y1.
La primera condicién es inmediata de que tanto x; como x5 pertenecen a [a, b].
Para la segunda condicién, como f es convexa, sucede que

flteo + (1 —t)x1) < tf(xe) + (1 —1t)f(x1)
ademds, como f(x2) <ys y f(x1) < y1, se tiene que
f(t.l‘g + (1 — t).ﬂ:‘l) <tys + (1 — t)yl.

Ahora, veamos que f es convexa si U es convexo.

Sean x1, x2 € [a,b] y, consideremos A = (z1, f(z1)) y B = (x2, f(x2)).
Claramente, A y B estdn en U, y por ser U convexo también estd en U el
segmento que los une, es decir, los puntos de la forma tB + (1 — t)A para
t € [0,1]. Esto es,

(txa + (1 —t)zq,tf(x2) + (1 —t)f(x1)) € U,

pero esto implica que f(txs + (1 —t)x1) < tf(z2) + (1 —t)f(x1), por lo que
f es convexa.

Criterio 1.5.6 Una funcion f : [a,b] — R es convexa si y sélo si para cada
_ I[@)—f(xo)

T—x0

xo € la,b] se cumple que la funcién P(x)

T # xg.

es no-decreciente para

Demostracion. Supongamos que f es convexa. Para probar que P(z) es no-
decreciente tomemos x < y y mostremos que P(x) < P(y). Podemos tener
las siguientes tres situaciones: g < z < y, T < 29 < y 6 x < y < xp.

3Un subconjunto C del plano es convexo si para cada par de puntos A, B en C se tiene
que el segmento de recta que éstos determinan estd contenido en C. Como el segmento entre
A'y B son los puntos de la forma tB + (1 —t)A, con 0 < t < 1, lo que se pide es que éste
pertenezca a C.
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Consideremos el primer caso, los otros dos se demuestran de manera semejante.
Notemos primero que

P(z) < P(y) & (Ix_;’;é o) < f(y;:j;gx())
o (f(0)— Flzo)(y —20) < (f(4) — Fz0))(x — 20)
& F@)y—m0) < FW)z —z0) + Flzo)y — o)
s
& 1) < M0+ flan)
o 7 (zjjj‘;y ; yy_‘jo:co) R (s

De aqui, el resultado ya es evidente.

Criterio 1.5.7 Si la funcién f : [a,b] — R es derivable* con derivada no-
decreciente, entonces f es convexa. En particular, si f es dos veces derivable y
f"(x) > 0 entonces la funcién es convexa.

Demostracion. Desde luego f”(z) > 0, para = € [a,b], garantiza que f'(z)
es no-decreciente. Vemos que f’(z) no-decreciente implica que la funcidn es
convexa.

Sea = tb + (1 — t)a, un punto de [a,b]. Por el teorema del valor medio®,
existen ¢ € (a,z) y d € (x,b) tales que

fl@) = f(a) = (x = a)f'(c) = t(b— a)f'(c)
y f(0)=f@)=(0-2)f(d)=1-1)b-a)f(d)

Luego, por ser f'(z) no-decreciente, tenemos que

(1 =1) (f(2)=f(a)) = t(A-t)(b—a) f'(c) < t(1-t)(b—a)f'(d) = t(f(b)—f(x))

que reacomodando los términos nos da

flx) <tf(b) + (1 —1)f(a).

*Una funcién f : [a,b] — R es derivable en un punto ¢ € [a,b] si lim,—.. L& — f7(c)
existe, y es derivable en A C [a, b] si lo es en cada punto de A.

®Teorema del valor medio: Para una funcién continua f : [a,b] — R, que también es
derivable en (a,b) existe un nimero = € (a,b) tal que f'(x)(b—a) = f(b) — f(a). Consultar
[21], pag. 266.
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Veamos, ahora, una interpretacion geométrica de la convexidad (y la con-
cavidad).

Sean z, y, z puntos en el intervalo [a,b] con z < y < z. Si los vértices
del tridngulo XY Z tienen coordenadas X = (z, f(z)), Y = (y,f(y)), Z =
(2, f(2)), entonces el drea del triangulo estd dada por

1 1 z
A= 5 detA, donde A=| 1 y
1 =z

El drea puede ser positiva o negativa, dependiendo si el tridngulo XY Z se
recorre en sentido positivo (contrario al avance de las manecillas del reloj) o en
sentido negativo. Para una funcién convexa tendremos que A > 0 y para una
funcién céncava A < 0, como muestran las graficas siguientes.

(y, ()

En efecto,

A>0 & detdA>0
& (-yf@)-G-2)fy) +y—2)f(x) >0

& fly) < —2f@) + E—1(2).

Si tomamos t = == tenemos que 0 <t <1, 1 —t =L y=tz+ (1 —t)z

z—x' Z—T

y ftz+ (1 —t)z) <tf(z)+ (1 —t)f(x).

Ahora veamos, una serie de ejemplos, donde resaltamos el uso de las funciones
convexas para establecer desigualdades.

Ejemplo 1.5.8 La funcién f(x) = 2", n > 1 es convexa en R™ y la funcién
f(x) =x™, con n par, es convexa en R.



1.5 Funciones convexas 31

Lo anterior se sigue de que, f”(z) = n(n — 1)z" 2 > 0, en las respectivas
situaciones.

Como aplicaciones de este hecho obtenemos lo siguiente:

2
(1) Ya que (“*b) < ¢ ;rb tenemos que a“’ < a2+b , que es la desigualdad
entre la media aritmética y la media cuadrética.

(7i) Como (“b) < M tenemos que, para a y b positivos tales que a+b =

1, se cumple que a” + b" > =

(7i1) Tenemos que, para nimeros positivos a y b, (1 + %)n+ (1 + 3)“ > ot
Esto se sigue de que,
M= f(2)< f j f<1+9)+f 1+9
2 b a
a\”™ b\"
(5 () |

Ejemplo 1.5.9 La funcién exponencial f(x) = e* es convexa en R, ya que
f"(x) =e* >0, para todo x € R.

IN

N~ N

Veamos varias aplicaciones de esta propiedad:

(7) (Desigualdad M G—M A con pesos) Si 1, ..., Tp, t1, ..., t, son nimeros
positivos y » ' | ¢; = 1, entonces

B ealy < b+ o,

t;

En efecto, como ;' = elilog i y e” es convexa, tenemos que

xil .I‘tn _ etl logzy | etn log zp, — et1 logx1+--+ty logxy

n
< £1e98T f €8 — iy 4 b,
En particular, si tomamos t; = % para 1 < ¢ < n, obtenemos otra
demostracion de la desigualdad entre la media geométrica y la media

aritmética para n ndmeros.

(7i) (Desigualdad de Young) Sean x, y nimeros reales positivos Sia, b>0

satisfacen la condicién % + 5 =1, entonces zy < :1:“ —I—

Solamente es necesario aplicar la parte (i) como sigue,

3 1 1
a\ = b)ob a b
= < — + —y".
ry = (2%)a (Z’J) 7a:13 by
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(7i1) (Desigualdad de Holder) Sean x1, 2, ..., Zpn, Y1, Y2, ... , Yn, NUMeros
positivos y a, b > 0 tales que é + % =1, entonces

n n 1/(1 n 1/b
§pﬁ<@)ﬁ (Zﬁ)-
=1 =1 =1

Supongamos primero que > x¢ = > " yb = 1.
Por la parte (ii), x;y; < Exi + gyi, luego

n 1 n 1 n 1 1
E:a E:b
El$1yl<al$l+glyl—a+g—1

1= 1= 1=

Supongamos ahora que Y (2% = Ay 3"  y* = B. Tomemos z}; =

Al/a yz -

n b

wazZA 1y zyZZJi&ZL
=1

tenemos que

iYi 1 5
1= szy, - Z Al/a%l/b Al/apgijb ;xlyl

Por lo tanto, >0 | my; < AYeBl/P.

Como un caso particular, cuando a = b = 2, se obtiene la desigualdad de
Cauchy-Schwarz.

Veamos ahora una consecuencia de la desigualdad de Holder, la cual es una
generalizacién de la desigualdad del tridngulo.

Ejemplo 1.5.10 (Desigualdad de Minkowski) Sean ai, ag, ..., an, b1, b, ...
, by, nimeros positivos y sea p > 1, entonces

(Zm + bmp) < (Z(am) 4 (Z(bm) -

k=1 k=1 k=1

Observemos que

(ar + bg)? = ag(ay + by)? ™" + br(ag + br)P~
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luego,

n

Z(ak + b)? = Z ax(ay + bk)p_l + Z bi(ay + bk)p_l. (1.6)

k=1 k=1 k=1

Usemos la desigualdad de Holder en cada término de la suma de la derecha en
(1.6), con q tal que %—l— % = 1, para obtener

Z ak(ak + bk’)pil < <Z(ak)p> p <Z(ak + bk)q(p1)> ' ,

k=1 k=1 k=1
1 1
n n P n q
Z bk(ak + bk)p_l < (Z(bk)p> (Z(ak + bk)q(p—1)> .
k=1 k=1 k=1

Sustituyendo estas desigualdades en (1.6), y observando que ¢(p — 1) = p, ob-
tenemos la desigualdad requerida. La desigualdad de Minkowski es una igualdad
si permitimos p = 1. Para 0 < p < 1, la desigualdad se invierte.

Ejemplo 1.5.11 (Lista corta IMO, 1998) Si ry, ... , T, son numeros reales
mayores que 1, muestre que
1 1

+ot > -
T+ T4 = fr - + 1

es convexa para R, ya que

Notemos primero que la funcién f(z) = [T o
e

fl(x) = ﬁ y f(z) = e;ﬁi? >0, para z > 0.

Ahora, si 7; > 1, entonces r; = €% para alguna x; > 0. Como f(z) =
convexa, tenemos que

1

Trer &

1 < L ! +F !
() L T \1+em 1+ e®n

por tanto,
1 1

L < ot :
Yriora+ 17T 141 L+

Ejemplo 1.5.12 (China, 1989) Para cualesquieran nimeros x1, ..., ,, € (0,1)
ycony 'z =1, se cumple que

S T E
izl\/l—xif vn—1"
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T

Vi-w

Usaremos el hecho que la funcién f(z) =
debe a que f”(z) > 0.

es convexa en (0,1), esto se

Ly /—xi _ln & nlx = l —;
EZZ:; 1_$i_nizz;f( z)>f<z;n Z>_f<n>_\/ﬁ\/m'

=

por lo tanto,

S
Z,:1\/1—1‘24_\/71—1.

Bastard ahora ver que Y " | \/z; < \/n, pero esto se sigue de la desigualdad

de Cauchy-Schwarz, "1 | /Z; < /> min/> oy 1= /1.

Ejemplo 1.5.13 (Hungria-Israel, 1999) Sean k y | dos enteros positivos dados,
yseana;;, 1 <i<kyl<j<I, kil nimeros positivos dados. Muestre que si
q > p > 0 entonces

N 2\ »
! k A k l a\”
p q
(Z aij) < Z Zaij
J=1 \i=1 i=1 \j=1
Definamos b; = Zle afj, para j = 1,2,...,1, y denotemos la parte izquierda

de la desigualdad a probar por L y su parte derecha por R. Entonces

! q
L1 = Zb;

j=1
l a—p k

- (07 (xa))
j=1 i=1
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Usando la desigualdad de Holder obtenemos

_ v P
2 ! o a\ a I H
q TR\ p L
L1 <) b; ) (al))v
i=1 j=1 j=1
r a-p P
k l q q ! q
_ P q
= . b; a;
i=1 j=1 j=1
a—p P
l q q k 1 q
= E( P E( q — [IPRP
bj i LIPRP,
j=1 i=1 \ j=1

La desigualdad L < R se sigue dividiendo ambos lados de L9 < L97PRP entre
L?7P y tomando la raiz p-ésima.

Ejercicio 1.77 (i) Paraa, b€ R", con a + b= 1, muestre que

1\2 1\? 25
- b+ =) > =,
(a—l—a)—i-(—l-b) 5

(i) Para a, b, c € R, con a+ b+ ¢ = 1, muestre que
1\? 1\* 1\* _ 100
at+~) +(b+-) +(ct>) =0
a b c 3

Ejercicio 1.78 Para 0 < a, b, ¢ <1, muestre que

a b c

1—a)(1—-b)(1=c)<1.
breri terart Tarprr TU-al-bl-e<

Ejercicio 1.79 (Rusia, 2000) Demuestre que para nidmeros reales x, y con
0<z y<1, setiene que

1 1 2
+ < :
Vit ity ity
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Ejercicio 1.80 Muestre que la funcién f(x) = senx es cdncava en el intervalo
[0, 7]. Utilice lo anterior para verificar que los angulos A, B, C' de un triangulo
cumplen con sen A + sen B + sen C < %\/5

Ejercicio 1.81 Si A, B, C, D son dngulos en el intervalo [0, |, entonces:
(i) sen Asen B < sen? (448) y Ia igualdad se cumple si y sélo si A = B.
(ii) sen Asen BsenC'sen D < sen* (W).

(iii) sen Asen BsenC < sen? (W).

Si ademds A, B, C son los dngulos internos de un tridngulo,

(iv) sen Asen BsenC < 3v/3.
(v) sen % sen% sen% <1

(vi) sen A+ sen B +senC = 4 cos % cos £ cos %

Ejercicio 1.82 (Desigualdad de Bernoulli) (i) Para todo nimero real z > —1

y todo entero positivo n, se cumple (1 + )" > 1+ nx.
(ii) Use la desigualdad para dar otra demostracion de la desigualdad MG — M A.

Ejercicio 1.83 (Desigualdad de Schiir) Siz, y, z son reales positivos y n es
un entero positivo, se cumple

(@ —y)z—2)+y"(y—2)y—z)+2"(z —z)(z —y) 0.
Para el cason =1, la desigualdad puede tomar una de las siguientes formas:
(a) 22+ 3+ 2% + 3zyz > wy(z +y) + y2(y + 2) + 22(2 + 2).
(b) zyz> (x+y—2)y+2z—x)(z +x —y).
(c) Siz+y+z=1,92yz+1>4(zy +yz + 2x).

Ejercicio 1.84 (Canadd, 1992) Cualesquiera tres niimeros reales no negativos
x, Yy y z cumplen

z(z—2)+yly—2° 2 (@—2)(y—2)(z+y—2).
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Ejercicio 1.85 Sia, b y ¢ son reales positivos, pruebe que

a n b n c S 9
(b+¢)?  (c+a)? (a+b)? " 4(a+b+c)

Ejercicio 1.86 Sean a, b y ¢ niimeros reales positivos, pruebe que

3 6

1 > .
+ab—HJc—i-ca_a—i-b—i-c

Mas atin, si abc = 1, pruebe que

3 6

1 > .
+oL—i-b—i-c_ ab + bc + ca

Ejercicio 1.87 (Desigualdad entre medias potenciales) Sean xi, xo, ...,
T, humeros reales positivos y sean ty, ta, ..., t, numeros reales positivos tales
que su suma sea 1. Sean r y s dos numeros reales positivos distintos de cero
tal que r > s. Muestre que

o |~

1
(tiz] + -+ tpxy,)r > (tia] + - +taay) s,
la igualdad se da si y sélo six1 = x9 = - = x,.

Ejercicio 1.88 (Dos extensiones de la desigualdad de Hdlder.) Sean z,

T2, «ovy, T, Y1, Y2, -y Yny 21, 22, - .., Zn NUMeros reales positivos.

(7) Sia, b, ¢ son niimeros reales positivos tales que é + % = % entonces

DU R
i=1 i=1 =1

(ii) Sia, b, c son nidmeros reales positivos tales que é—k % +% =1, entonces

n n % n % n %
Zl‘iyizi < {Zl‘za} {Zyzb} {Zzic} .
i=1 i=1 i=1

i=1
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Ejercicio 1.89 (Desigualdad de Popoviciu) Si I es un intervaloy f: I — R
es una funcién convexa, entonces, para a, b, ¢ € I, muestre que

) (0315

fla) + f(b) + f(o) a+b+c
= 3 ().

Ejercicio 1.90 Sean a, b, ¢ nimeros reales no negativos, muestre que:
(1) a® + b% 4  + 3V a2b2c® > 2(ab + be + ca).
(ii) a® +b% + ¢® + 2abc + 1 > 2(ab + be + ca).

Ejercicio 1.91 Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos, muestre que

b+c c+a a+b a b c
+ + >4 + + :
a b c b+c c+a a+bd

1.6. Una desigualdad util

Primero, estudiemos dos identidades algebraicas muy Utiles, que se pueden de-
ducir al considerar un factor especial de a® + b® + ¢3 — 3abe.
Sea P el polinomio ciibico

P(z) = 2® — (a + b+ c)z® + (ab + be + ca)x — abe.
Como a, b, ¢ satisfacen la ecuacién P(z) = 0, se tiene que
a® — (a+b+c)a® + (ab+ be+ ca)a — abe = 0,

b — (a4 b+ c)b® + (ab + be + ca)b — abe = 0,
& — (a+b+c)c® + (ab + be + ca)e — abe = 0.
Sumando estas tres igualdades, obtenemos
a® + b+ ¢ —3abe = (a+ b+ c)(a® +b* + ¢* — ab — be — ca). (1.7)

La identidad anterior implica el siguiente resultado, si a + b+ ¢ = 0, entonces
ad + b + ¢ = 3abe.
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También tenemos que la expresién
a>+ b+ —ab—be—ca

puede ser escrita como
a® +0*+c* —ab—bc—ca= %[(a — 0>+ (b—c)* + (c—a)?. (1.8)
De esta forma, obtenemos otra versién de la identidad (1.7),
&+ b+ ¢* — 3abe — %(a bt a—b2+ (-2 +(c—a)?. (19)

Esta presentacién de la identidad implica una demostracién mds corta de la
desigualdad MG — M A para tres variables. De (1.9), es claro que si a, b, ¢ son
nlmeros positivos, entonces a4 b3 + ¢3 > 3abc. Ahora, si x, y, z son nlimeros
positivos, tomando a = /z, b= ¢y y ¢ = {/z, podemos deducir que

rT+y+=z

> Jxyz,
3 = Yy

con igualdad si y sélosiz =y = z.
Observe que se puede utilizar la identidad (1.8) para dar otra demostracién del
ejercicio 1.27.

Ejercicio 1.92 Para niimeros reales x, y, z, muestre que

2?4+ y* + 22 > |zy + yz + 2.

Ejercicio 1.93 Para niimeros positivos reales a, b, ¢, muestre que

1 1 1 24 %+ 2
iyl e rAe
a c abe

S

Ejercicio 1.94 S/ x < y < z son nidmeros reales, muestre que

(-9’ +(y—2°+(z—2)°>0.
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Ejercicio 1.95 Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que

> méx {a,b,c}.

V&+w+@+mm
2

Ejercicio 1.96 (Rumania, 2007) Para nimeros reales no-negativos z, vy, z,
muestre que

1:3—|-y3+z3

S 2 g+ Sl )y — A o).

Ejercicio 1.97 (UK, 2008) Encuentra el minimo de x> + 3 + 22, donde x, v,
z son nimeros reales que satisfacen que x> + y> + 23 — 3xyz = 1.

Una desigualdad simple, que puede ser utilizada para demostrar un gran niimero
de desigualdades algebraicas, es la siguiente.

Teorema 1.6.1 (Una desigualdad atil) Sia, b, =, y son nimeros reales y z,
Y son positivos, entonces se tiene la siguiente desigualdad
2 2 2
at b (atb)

. 1.10
x Yy oty ( )

Demostracion. La demostracién es muy simple. Simplificando, podemos ex-
presar la desigualdad como

a*y(z +y) + b*z(z + y) > (a + b)*xy,

la cual se reduce a la desigualdad (ay — bx)? > 0 que es obvia. Vemos que la
a b

igualdad se tiene si y sélo si ay = bz, esto es, si ¢ = v
Otra forma de justificar este resultado es utilizando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz de la siguiente manera,

(a+®2=<é%¢5+5%¢®2<<%1+§>@+ﬂ)

Usando el teorema dos veces, podemos extender la desigualdad para tres pares
de nimeros,
2 2 (a+b)? A (a+b+c)?

a c c
—+—+—> +—=> :
x Y z Tty z rT+y+=z
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y un simple argumento inductivo muestra que

2 2 2 2
a a a ar+as+---+a
_1_|__2_|_..._|__”2( n), (1.11)
) Tn T1+ 22+ -+ 2Ty
para todos los nimeros reales a1, ao, ..., ap y x1, 2, ... , T, > 0, con igualdad
si y sélo si
al a9 (079
1 T9 T

La desigualdad (1.11) es conocida también como la desigualdad de Cauchy-
Schwarz en la forma de Engel o el Principio del minimo de Arthur Engel.

Como una primera aplicacién de esta desigualdad, damos otra demostracién de
la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

272 212 212
aib asb azb
a%+a§+---+ai:—221+—222+---+ T
1 2 n
entonces
a%b% a’%b% _i_a’%zb% > (a1b1+a262++anbn)2
b b2 b2 b +b3 4+ b2

Luego, podemos concluir

(ai + a5+ +as)(b] + b3+ - +b2) > (arby + agby + -+ + apby)?

y la igualdad se tiene si y sélo si

al a9 (079
b1 by by

Existen otras formas de la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la Engel, como las
del siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6.2 Sean ay, ..., ay, b1, ..., b, ndmeros reales positivos. Muestre
que:
an _ (a1 +--+ap)?

(i) 24>
bl bnialbl‘i‘""i’anbn'

2

L.ag an 1 ai an
B QY [ ST B I

(“) b% b% T ayr+ - +ap (bl bn>
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Estas dos desigualdades se siguen de la desigualdad dtil aplicada de las siguientes
maneras:

2 2 2
RS SR SR R SRR
(@) by o by aib L anbn, — arby + -+ apby’

a? a2 1 9

.y Q1 %9 Iz b2 ai Qp

T S M S M [t O I B B
(%) b%—i_ +b% a1+ +an_a1+~-—|—an<b1+ +bn>
Ejemplo 1.6.3 (APMO, 1991) Sean a4, ... , ay, b1, ... , by, nidmeros reales

positivos, tal que a1 + as + -+ + a, = by + by + - - - + b,,. Muestre que

2 2
n

S S I
e —a PEEEY a .
a1 + by an +b, — 2 ! "

Observemos que (1.11) implica

2 2 2
as o a; > (a1 +ag+---+ayp)
a; + by n+by, " ar+ax+---+ap,+by+ba+---+b,
(a1 +ag+ - +ap)?
2(a1 +az+ - +ap)

1
:§(a1+a2+---+an).

El siguiente ejemplo es una demostraciéon de la desigualdad entre la media
cuadrdtica y la media aritmética.

Ejemplo 1.6.4 (Desigualdad media cuadratica-media aritmética) Para
nimeros reales positivos x1, ... , T, Se tiene que

n>

\/x%+x§+---+x2 1+ aa oty
n n ’

Observemos que usando (1.11), se tiene que

itadt+-tan (@mteet - ta)’
n - n?

y ésta implica la desigualdad de arriba.

En algunos casos los numeradores no son cuadrados, pero un simple truco nos
permite escribirlos como cuadrados y entonces podemos aplicar la desigualdad.
El siguiente ejemplo es una primera aplicacion de este truco, la cual nos permite
dar una demostracién mas corta del ejemplo 1.4.9.
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Ejemplo 1.6.5 (IMO, 1995) Sean a, b, ¢ nimeros positivos tal que abc = 1.
Demuestre que

1 n 1 n 1 3
ad(b+ec) bat+e) Ala+d) 2
Observemos que
1 1 1
1 1 R B 2
a3(b+c)+b3(c+a)+c3(a+b)_ab+c)+ (c+a)+c(a+b)

> (L+3+1) _ab+bc+ca
2(ab + bc +ca) 2abe
3 (abc)®> 3

— 2 21
donde la primera desigualdad se sigue de (1.11) y la segunda es una consecuencia
de la desigualdad MG — M A.

Otro ejemplo del uso de la desigualdad (1.11) es la siguiente demostracién de
la desigualdad de Nesbitt.

Ejemplo 1.6.6 (Desigualdad de Nesbitt) Para a, b, c € R*, se tiene que

+ + >
b+c c+a a+b—

a b c §
5"

Multipliquemos los tres términos de la izquierda de la desigualdad por ¢, Z <,
respectivamente, y ahora usemos la desigualdad (1.11) para obtener

a? b? c? < (a+b+c)?

a(b+c) +b(c—|—a) +c(a—|—b) ~ 2(ab+ bc+ ca)’

De la ecuacién (1.8), obtenemos a® + b? + ¢* — ab — be — ca > 0 y entonces
(a+b+c)? > 3(ab+ bec + ca). Por lo tanto

2
L b L (a+b+c) >
b+c cH+a a+b 2ab+bc+ ca)

3
>

Ejemplo 1.6.7 (Repuiblicas Checa y Eslovaca, 1999) Para nimeros reales po-
sitivos a, b y ¢, muestre la desigualdad

a n b . c -1
b+2c c¢+2a a+2b
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Observemos que

a b c a? b2 c?

b—|—2c+c—|—2a+a—|—2b - ab+20a+bc+2ab+ca+2bc'

Entonces usando (1.11) tenemos que

a? N b? N c? S (a+b+c)?
ab+2ca  bc+2ab  ca+ 2bc ~ 3(ab+bc+ca) —

donde la dltima desigualdad se sigue como en el ejemplo anterior.

Ejercicio 1.98 (Suddfrica, 1995) Para nimeros positivos a, b, ¢, d, muestre

que
1 1 4 16 64

+—=>>—
b ¢ d a+b+c+d

Ejercicio 1.99 Sean a y b niimeros reales positivos, muestre que

8(a* + ) > (a+ )L

Ejercicio 1.100 Sean z, y, z nimeros reales positivos, muestre que
2 2 2 9
+ + > .
r+y y+z z+rT TH+y+=z

Ejercicio 1.101 Sean a, b, x, y, z ndmeros reales positivos, muestre que

T Y z 3
+ + > .
ay+bz az+bxr axr+by  a-+b

Ejercicio 1.102 Sean a, b, ¢ nidmeros reales positivos, muestre que

a4+ P+ P ta

>a+b+c
a-+b b+c c+a

Ejercicio 1.103 (i) Sean z, y, z ndmeros reales positivos, muestre que

T Y z 1
+ + > -
r+2y+32 y+2243x z+4+2x+4+3y — 2
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(13) (Moldavia, 2007) Sean w, x, y, z nimeros reales positivos, muestre que

w T Y z 2
+ + + +2> .
r4+2y+32 y+2z+3w  z+2w+3x w4+ 2z + 3y 3

Ejercicio 1.104 (Croacia, 2004) Sean x, y, z niimeros reales positivos, muestre
que
22 y? 52

Gryats)  Grow+n)  Groety)

3
> —.
— 4

Ejercicio 1.105 Para niimeros reales positivos a, b, ¢, d, muestre que

a+b+c+d>2
b+c c+d d+a a+b "

Ejercicio 1.106 Sean a, b, ¢, d, e nimeros reales positivos, muestre que

a+b+c+d+e
b+c c+d d+e e+a a+bd

5
> —.
-2

Ejercicio 1.107 (i) Muestre que, para todos los niimeros reales positivos a, b,
c,x,y,zcona>b>cyz>y>x, setiene la siguiente desigualdad

ad@ b 3 (at+b+e)?

— =t >

x oy z 3x+y+=z)
(7i) (Belorusia, 2000) Muestre que, para todos los niimeros reales a, b, ¢, z, y,
z, se sigue la siguiente desigualdad

Ejercicio 1.108 (Grecia, 2008) Para x1, z2, ..., Ty, numeros enteros positivos,
muestre que

<x%+x§+---+xi

T
2:1:1-1‘2-----%
:131+:132+'~+arn> v

donde k = méx{zy,x9,...,2,} and t = min {z1,z2,...,2,}. /Bajo que
condiciones es valida la igualdad?
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1.7. La estrategia de sustitucion

Una estrategia (til para resolver problemas de desigualdades es el uso de susti-
tuciones. Es decir, sustituir unas variables por otras de manera que el problema
tenga una expresién mds amable para trabajar. Con una sustitucidn conveniente
se puede lograr, por ejemplo, que cambien un poco los términos dificiles de
manejar, simplificar expresiones o bien reducir términos. Adn cuando no hay
recetas para hacer esto, en esta seccidén se dan algunas ideas de lo que puede
hacerse, como siempre lo mejor es trabajar con algunos ejemplos.

Una primera sugerencia es que para problemas donde hay una condicién extra,
hay que intentar utilizarla para simplificar la desigualdad. En el siguiente ejemplo
con la condicién extra se eliminan denominadores buscando hacer mas facil el
problema.

Ejemplo 1.7.1 Si a,b,c son nimeros reales positivos y menores que 1, con
a—+ b+ c=2, se tiene que

() (1) (75) =

Después de hacer la sustitucion x =1 —a, y =1—10b, z =1 — ¢, tenemos que
r4+y+z=3—(a+b+c)=1l,a=1—-x=y+z b=z+2x,c=x+y. Por
lo tanto, la desigualdad es ahora equivalente a

() () ()=

y ésta, a su vez, es equivalente a

(x+y)(y+ 2)(z + x) > 8xyz.
Pero ésta dltima desigualdad es inmediata. Basta aplicar tres veces la desigual-
dad MG — M A de la siguiente manera (x +y) > 2,/xy (ver el ejercicio 1.26).

Puede suceder que la condicién debe usarse simplemente para dirigirse a la
solucién, como en los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 1.7.2 (México, 2007) Si a,b,c son nimeros reales positivos que sa-
tisfacen a + b+ ¢ = 1, muestre que

Va+be+ Vb~ ca+ Ve +ab < 2.
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Usando la condicién a + b+ ¢ = 1, se tiene que
a+bc=ala+b+c)+bc=(a+b)(a+c),
luego, por la desigualdad MG — M A,

2a+b
Va+be=+/(a+b)(a+c)< %.

Andlogamente,

\/b+ca§2b+++a y \/c+ab§2c%a+b.

Por lo que, al sumar las tres desigualdades, se obtiene

Va+be+ Vb4 ca+Ve+ab <
2a+b+c 2b+c+a 2c+a+b 4da+4b+4c
- - = =
2 2 2 2
La igualdad se alcanza cuando a+b=a+c, b+c=b+ayc+a=c+b, lo
que nos lleva aque, a=b=c= %

2.

Ejemplo 1.7.3 Si a, b, ¢ son nimeros reales positivos con ab + bc + ca = 1

muestre que,
a b c

+ +
Va2 +1 V2+1 Je2+1

Notemos que (a? + 1) = a? +ab + bc + ca = (a + b)(a + c), y, andlogamente,
¥ +1=(b+c)b+a)yc®+1=(c+a)(c+b). Ahora la desigualdad, que
estamos considerando, es equivalente a

b c

Vi(a+b)(a+c) * VO +c)(b+a) * V(c+a)(c+Db)

Por la desigualdad MG — M A aplicada a cada sumando del lado izquierdo,
tenemos que

<3
-2

<

N W

a b c

V(a+b)(a+c) " VO +)(b+a) " V(c+a)(c+b)
<%<aib+aic>+%<bic+b—ib-a>+%<c—ic-a+c—ckb> :g'

Los problemas muchas veces sugieren qué sustitucién debe hacerse. En el si-
guiente ejemplo la sustituciéon nos permite convertir al menos a uno de los
términos de la desigualdad en una expresién mas sencilla.

<
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Ejemplo 1.7.4 (India, 2002) Si a,b, c son nimeros reales positivos, muestre la
siguiente desigualdad
b ¢c_c+a a+b b+c

a
o4 —> .
b+c+a*c+b at+c b+a

Al hacer, v = ¢,y = l—é, z = £, el lado izquierdo de la desigualdad es ahora muy

sencillo, z 4+ y + z. Veamos como queda el lado derecho. El primer sumando se
modifica asi,

cta 1+¢ 1+%l—c’_1+xy_ 11—z

c
= = =X .
c+b 1+% 142 1+y 14y

Andlogamente,

a+b 1—y b+ c 1—2

a+c_y+1+z y b—l—a_z—i_l—i—x'

Ahora, la desigualdad es equivalente a tener

r—1 y—1 Z—1>0-
1+y 142 14z~

Solamente que, ahora, contamos con una condicién extra xyz = 1.
La desigualdad anterior la podemos rescribir como

@ -+ + @ -DE+1)+ -1y +1)>0
y estd es equivalente a,
P2+’ + 2y +at P+ >ty +2+3.

Pero, por la desigualdad MG — MA, 2z + y?x + 2%y > 3/x3y323 = 3.
También, tenemos z? + y? + 22 > Lz +y+2)? = L@ +y +2) >
YxyzZ(x+y+2) = v+y+z donde la primera desigualdad se obtuvo de aplicar
la desigualdad (1.11).

Para hacer una sustitucidn a veces es necesario preparar un poco el terreno
como muestra el siguiente ejemplo. Este también sirve para sefialar que se puede
necesitar hacer mas de un proceso de sustitucion.

Ejemplo 1.7.5 Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos, muestre que se cumple
que

(a+b)(a+c)>2y/abc(a+ b+ c).



1.7 La estrategia de sustitucion. 49

c

b _
E,y—a,la

Al dividir entre a? cada lado de la desigualdad y tomar x =
desigualdad se transforma en

(1+2)(1+y) >2Vzy(l +z +y).

Ahora, al dividir entre xy ambos lados y hacer la sustitucion r = 1—#%7 s = 1+§,
la desigualdad a demostrar ahora es

rs > 2¢/rs — 1.

Esta dltima, es equivalente a (rs — 2)2 > 0, que es inmediata.

Es una situacién comin que los problemas tengan varias formas de resolverse,
resulta también que pueden aceptar varias sustituciones que ayuden a resolverlo.
Esto se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.7.6 (Corea, 1998) Si a, b, ¢ son niimeros reales positivos, tales que
a + b+ ¢ = abc, muestre que

1 1 1
+ +
VitaZ VIi+2 V142

Bajo la sustitucién = =
traduce en xy + yz + zx

ISH L

LY = %, z = % la condicién a + b + ¢ = abc, se
1y la desigualdad es equivalente a

T Y z 3
+ + <3
Vaz+1 g2 +1 22417 2

Pero ésta es la tercera desigualdad de esta seccién.

Otra posible sustitucién para resolver el ejemplo anterior es considerar la susti-
tucién ¢ = tan A, b = tan B, ¢ = tan C, como se tiene que tan A + tan B +
tanC' = tan Atan BtanC entonces A + B + C = 7w (o bien un miiltiplo
de 7). Pero como 1+ tan? A = (cos A)~2, la desigualdad es equivalente a
cos A+ cos B + cosC < % que es valida como se verd en el ejemplo 2.5.2.
Note que la desigualdad de Jensen no es posible aplicarla en este caso ya que

la funcién f(x) = \/13_7 no es céncava en RT.

En el ejemplo anterior vimos que ademds de las sustituciones algebrdicas hay
sustituciones trigondmetricas. Esto se muestra también en el siguiente ejemplo.
En las secciones 2.2 y 2.5 del siguiente capitulo trabajaremos con sustituciones
geométricas.
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Ejemplo 1.7.7 (Rumania, 2002) Si a,b,c son nimeros reales del intervalo
(0,1). Muestre que

Vabe + /(1 —a)(1—b)(1 —¢) < 1.

Al hacer la sustitucién a = cos? A, b = cos®> B, ¢ = cos®> C, con A, B,C en el
intervalo (0, 3), se tiene que v1 —a = V1—cos2A=senA, V1 —b=senB
y v1 —c=senC'. Por lo que la desigualdad es equivalente a

cos Acos BcosC + sen Asen BsenC < 1.
Para demostrar esta desigualdad bastard observar que,

cos Acos BcosC +senAsen BsenC < cos A cos B+ sen Asen B
= cos(A—-B)<1.

Ejercicio 1.109 Sean z, y, z nimeros reales positivos, muestre que

3 3 3
* i : > 1.

x3+2y3+y3+223+z3+21‘3 =

Ejercicio 1.110 (Kazajastan, 2008) Sean x, y, z son nimeros reales positivos
que cumplen con xyz = 1, muestre que

1 1 1
+ +
yz+z zxr+x xYy—+vy

3
> —.
-2

Ejercicio 1.111 (Rusia, 2004) Si n > 3 y x1,x2,..., T, Son ndmeros reales
positivos, con r1x9---x, = 1, muestre que

1 1 1
14+ 21 +2129 14 29+ 2923 14+ 2, + zpx

> 1.

Ejercicio 1.112 (Polonia, 2006) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos que
satisfacen ab + bc + ca = abc, muestre que
at + b bt 4t A4 at
ab(a3 +b3)  be(b3+¢3)  ca(c® + a?)

> 1.
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Ejercicio 1.113 (Irlanda, 2007) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos, muestre
que
a+b+c [a?2+b24+c2 1 [(bc ca ca
< <gs|l—+t-+—-
3 3 3\a b b

Ejercicio 1.114 (Rumania, 2008) Sean a,b,c nimeros reales positivos, con
abc = 8, muestre que

a—2+b—2+c—2<
a+1 b+1 c+1—

1.8. Teorema de Muirhead

En 1903, R.F. Muirhead publicé un articulo acerca de algunos métodos algebrai-
cos usados en el estudio de identidades y desigualdades de funciones simétricas
algebraicas de n variables.

El consider6 expresiones algebraicas de la forma z$' 232 - - - 2%, luego analizé po-
linomios simétricos que contenian estas expresiones, para dar “un orden”en el es-
pacio de n-adas (a1, as, ..., a) que satisfacian la condicién a; > ag > -+ > ay.
Vamos a suponer que x; > 0 para toda 1 < ¢ < n. Denotemos por

Z!F(azl,...,xn)

la suma de los n! términos obtenidos de evaluar F'(x1,...,x,) en todas las posi-
bles permutaciones de (x1, ..., x,, ). Nosotros consideramos sélo el caso particular

F(zy,...,xpn) = a{'x3? - 2om, con z; > 0, a; > 0.

- . _ 1 ai ,.a2 a H
Escribimos [a] = [a1, a2, ...,a,] = 7 E LT Y Por ejemplo, para las
variables x, y, z > 0 se tiene

1
L) =y, [L1,1] = opz, 21,0 = 222y +2) + (@ + 2) + 2 + )]
Es claro que [a] es invariante bajo cualquier permutacién de (a1, aq,...,a,) y
entonces los dos conjuntos de a son del mismo tipo si ellos sélo difieren por
reacomodo. Diremos que un valor de media del tipo [a] es una media simétrica,

por ejemplo, [1,0,...,0] = W(:ﬁ +axo+ -+ xy) % Yo, es la media
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1 1 1
. ) | - - - .
aritmética y [, 1 L] = M(pn . ar..oan) = /zias - Ty, es la media

geométrica. Cuando a; +ag + -+ + a, = 1, [a] es una generalizacién comdn
de la media aritmética y de la media geométrica.

Siay >as > -+ > ap, by > by > --- > by, en general [b] no es comparable
con [a], en el sentido que exista una desigualdad entre ellos, valida para todos
los ndimeros reales no negativos x1, X2, ..., .

Muirhead deseaba comparar los valores de los polinomios simétricos [a] y [b]
para cualquier valor no negativo de las variables en ambos polinomios.
Definamos de ahora en adelante (a) = (a1, ag, ..., ay).

Definicion 1.8.1 Decimos que (a) mayoriza a (b) y escribimos (b) < (a), cuan-
do (a) y (b) se pueden arreglar de tal forma que satisfacen las siguientes dos
condiciones:

(1) Zb :Zai.

v v
(2) Zbi < Zai, para toda 1 < v < n.
i=1 i=1

Es claro que (a) < (a) y que si (¢) < (b) y (b) < (a) garantizan (c¢) < (a).

Teorema 1.8.2 (Teorema de Muirhead) [b] < [a] para cualesquiera valores
no negativos de las variables (z1,x2,...,zy) si y sélo si (b) < (a). La igualdad
sélo se tiene cuando (b) y (a) son idénticos o cuando todos los x; son iguales.

Antes de pasar a la demostracién del teorema, la cual es un poco complicada,
veamos algunos ejemplos. Primero, es claro que [2,0, 0] no puede ser comparado
con [1,1,1] ya que la primera condicién en la definicién 1.8.1 no se satisface,
pero podemos ver que [2,0,0] > [1,1,0], lo cual es equivalente a

® +y? + 22 >y +yz + 2z
De la misma forma, podemos ver que:
L 2?2 +y? > 22y < [2,0] > [1,1],
2. 28+ 3 + 23 > 3wyz & [3,0,0] > [1,1,1],
3. 2% +9° > 23y? + 2%y% < [5,0] > [3,2],

4. 2%y? + 2% + 2222 > 2Pyz + yPwz + 2oy < [2,2,00 > [2,1,1],
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donde todas las desigualdades son verdaderas si aceptamos el teorema de Muir-
head.

Demostracion. (Teorema de Muirhead) Supongamos que [b] < [a] para todos
los nimeros positivos 1, x9, ..., y. Tomando z; = x, para todo ¢, obtenemos

22b = [b] < [a] = 2=,

Esto sélo puede ser verdadero para todo x si > b; = > a;.

Ahora, sean z1 = 29 = -+ =2, =, Tyy] = -+ = T, = 1 para x grande.
Como (b) y (a) estdn en orden decreciente, los indices de las potencias mas
grandes de z en [b] y [a] son

b1+b2+"'+by, ay +ag+ -+ ay,

respectivamente. Luego, es claro que la primera no puede ser mayor que la
segunda y esto prueba (2) en la definicién 1.8.1.

La demostracién en la otra direcciéon es mds complicada, y para esto necesita-
remos una nueva definicién y dos lemas.

Definiremos un tipo especial de transformacién lineal T' de a, como sigue. Su-
ponga que aj > ay, y escribimos

ap=p+71, qq=p—7 (0<7<p).

Si ahora 0 < o < 7 < p, entonces la transformacién T se define como

T+ 0 T—0
T(ar) =by=p+o= ar a
2T 2T
T—0 T+O
T(w)=b=p—0= ap + a
2T 2T

T(ay)=a, (v#Ek, v#I).

Si (b) es la “imagen” de (a) bajo la transformacién T, escribimos b = T'a. La
definicién no necesariamente implica que (a) o (b) estdn en orden decreciente.
La suficiencia de nuestra condicién de comparabilidad sera establecida, si pode-
mos demostrar los siguientes dos lemas.

Lema 1.8.3 Sib = Ta entonces [b] < [a], con igualdad sélo cuando todos los
x; son iguales.
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Demostracion. Podemos reacomodar (a) y (b) de tal forma que k=1, [ = 2.
Entonces

[a] — [b] = [p—i—Tp—Txg,...]—[p-i-a,p—a,a:g,...]
= g Dt T el )

+o_p— +
e

- Z;E;ummVﬂw?-~¢?u?”—x?ﬁxﬂf”—x;”)zo

con igualdad sélo cuando todos los z; son iguales.

Lema 1.8.4 Si (b) < (a), con (b) no idéntica a (a), entonces (b) puede ser
obtenida de (a) usando sucesivas aplicaciones de un nimero finito de transfor-
maciones T'.

Demostracion. Al nimero de diferencias a, — b, distintas de cero, le llama-
remos la discrepancia entre (a) y (b). Si la discrepancia es cero, los conjuntos
son iguales. Demostremos el lema por induccién, suponiendo que es verdadero
cuando la discrepancia es menor que 7 y demostrando que es verdadero cuando
la discrepancia es 7.

Supongamos entonces, que (b) < (a) y que la discrepancia es » > 0. Como
Yoiqga; =y b,y Y (ay —b,) = 0, y no todas las diferencias son cero,
deben existir diferencias positivas y negativas, y la primera que nos es cero
debe ser positiva por la segunda condicién de (b) < (a). Entonces, podemos
encontrar k y [ tal que

b < ak, bypy1 = apt1, .. b1 =ai—1, b > aq, (1.12)

esto es, a; — by es la primera diferencia negativa y ax — b; es la dltima diferencia
positiva que la precede.
Seaar =p+ 7, a,=p—7,y defina o por

o = méx{lbx — ol . b = pl}-

Entonces 0 < 7 < p, ya que a; > a;. También, unoo el otrode by —p=—0cy
by — p = o, es verdadero, ya que by > b, y 0 < 7, ademds by < ar y by > a;.
Luego, 0 <o <7 <p.

Ahora escribimos a), = p+o,a; = p—o0,a, =z, (v #k, v #1).Siby—p =0,
aj, = by y si by — p = —o entonces a; = b;. Como cada una de las parejas ay,
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br y aj, by contribuye con una unidad a la discrepancia r entre (b) y (a), la
discrepancia entre (b) y (a’) es menor, la cual esr —1 0 r — 2.

Enseguida, comparemos la definicién de (a’) con la definicién de T'y, observando
que 0 < 0 < 7 < p, podemos deducir que (a’) proviene de (a) por medio de
una transformacién 7.

Finalmente, (b) < (a’). Para demostrar esto, debemos verificar que las dos
condiciones de < son satisfechas y que el orden de (a’) es no creciente. Para la
primera condicién, tenemos

n n n
/ / /
ay +a; =2p = ap + q, g bi:E aizg a;.
i=1 i=1 i=1
Para la segunda condicién, necesitamos demostrar que

by +by+---+b, <aj+ay+ - +a,

Ahora, esto es verdadero si v < k o v > [, como se puede ver de la definicién
de (a’) y usando la segunda condicién de (b) < (a). Esto es cierto para v = k,
ya que es cierto para v =k — 1y by < a}, y es verdadero para k < v <, ya
que es valido para v = k y los elementos que aparecen en by a’ son idénticos.
Finalmente, podemos observar que

by <p+lbp—pl < p+o=a

b=>p—Ilbi—pl=p-—0=aq

y entonces, usando (1.12),
Q1 =ak—1 > ap=p+T>p+o=ay>by>bpi1 = a1 = aj,

/ / /
a1 =aq-1=b1>2b>aq=p—0c>p-—T=a > a1 =ap,.

Asi las desigualdades que afectan a a’ son las buscadas.

Por lo tanto, hemos demostrado que (b) < (a’), un conjunto que proviene de
(a) usando una transformacién T que tiene una discrepancia con (b) menor a
r. Esto completa la demostracién del lema y del teorema de Muirhead.

La demostracién del teorema de Muirhead nos muestra, por medio de un uso
repetido de la transformacion 1T', como las diferencias entre dos medias compa-
rables puede ser descompuesta como una suma de términos que son obviamente
positivos. Podemos deducir, de este (ltimo resultado, una nueva demostraciéon
de la desigualdad MG — M A.
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Ejemplo 1.8.5 (Desigualdad MG — M A)

Yy1+y2+-+yYn
- )

VY1y2 - Yn <

Notemos que la desigualdad MG — M A es equivalente a

i +xy + -+ ay
n

T1x2 Ty <

donde z; = /y;.
Ahora, observemos que

—Zl‘ [n,0,0,..,0] y z1z2--- 2, =[1,1,...,1].

Por el teorema de Muirhead, podemos deducir que
1,1,...,1] <[n,0,0,...,0].

Enseguida, daremos otra demostracién de la desigualdad MG — M A, siguiendo
las ideas de la demostracién del teorema de Muirhead, para ilustrar como trabaja.

1 n
- d af = (mzg-mn) = [0,0,0,..,0] = [1,1,...,1]

= ([n,0,0,...,0] — [n—1,1,0,...,0]) +
+(n-1,1,0,..,0] — [n—2,1,1,0,...,0]) +
+(n-2,1,1,0,...,0] — [n—3,1,1,1,0,...,0]) +
o+ (2,1,1,.,1]) = [1,1,..,1])

- QLnl (Z (x?_l - 3:72‘_1)(;51 — 2)+
+Z _332 )(951 — X2)T3 +
+Z P2y —$2)$3x4+...).

Como (z¥% — z¥)(z, — x5) > 0, a menos que x, = x5, la desigualdad se sigue.

Ejemplo 1.8.6 Sia, b son niimeros reales positivos, entonces

\/%4‘\/?2\/54-\/5.
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Seaz =+/a, y= Vb, simplificando vemos que se tiene que demostrar
2*+y° > wy(z+y).
Por el teorema de Muirhead, tenemos que
3,0] = 3 +4%) 2 Say(e +y) = [2,1),

luego, el resultado se sigue.

Ejemplo 1.8.7 Sia, b, c son nimeros reales no negativos, muestre que
a® +b° + ¢ + abe > %(a—kb—kc)g.
No es dificil ver que
(a4 b+c)® =3[3,0,0] +18[2,1,0] + 36[1,1,1].

Luego, demostraremos que

1
313,0,0] + 6[1,1,1] > =(3[3,0,0] + 18[2,1,0] + 36[1, 1, 1)),
esto es,
18 36 18
—13,0,0 6——)[1,1,1] > —[2,1,0
50,00+ 7)[,,]7[,,]
(0]

18 3

—(13,0,0 2,1,0]) —— ) [1,1,1]

25,00 - 21.0) + o 7),,
>

Esto se sigue usando las desigualdades [3,0,0] > |2, y [1,1,1] > 0.

Ejemplo 1.8.8 Sia, b, c son nimeros reales no negativos, muestre que

bt <a2—|—b2+b2+62+62+a2<a3+b3+c3
a c —_ 4 — 4+ —.
- 2 2a 200 T bc  ca ab

Las desigualdades son equivalentes a
2(a’be+ab’c+abc?) < ab(a®+b?) +be(b® 4 c2) + ca(® +a?) < 2(a* +b' 4 ¢*),

que a su vez es equivalente a [2,1,1] < [3,1,0] < [4,0,0]. Usando el teorema
de Muirhead obtenemos el resultado.
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Ejercicio 1.115 Cualesquiera tres niimeros reales a, b y ¢, satisfacen que

a® + b’ + ¢ > abe + b3ea + Aab.

Ejercicio 1.116 (IMO, 1961) Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados de un
tridngulo y sea (ABC') su drea. Muestre que

4V3(ABC) < a? + b? + 2.

Ejercicio 1.117 Sean a,b, c nimeros reales positivos, muestre que

a b c 9
@ hato T trobta)  cractd) S datbro

Ejercicio 1.118 (IMO, 1964) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos. Muestre
que
a® 4+ b® + ¢ + 3abe > ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a).

Ejercicio 1.119 (Lista corta Iberoamericana, 2003) Sean a, b, ¢ nimeros reales
positivos. Muestre que

3 b3 63

a
> b .
bQ—bc+02+02—ca+a2+a2—ab+62_a+ te

Ejercicio 1.120 (Lista corta IMO, 1998) Sea a, b, ¢ nimeros reales positivos
tales que abc = 1. Muestre que

a3 b3 3

I10(+0 (+00+a)  Urad+b)

3
> —.
— 4



Capitulo 2

Desigualdades Geométricas

2.1. Dos desigualdades basicas

Las dos desigualdades basicas en geometria se refieren a los tridngulos. Una de
ellas es la desigualdad del tridngulo y es la que mas adelante vamos a referir
como D1, la segunda no es propiamente una desigualdad, es una observacién
importante de la geometria de los tridngulos, donde se senala que el lado mayor
del tridngulo es el opuesto al dngulo mayor y la que denotamos por D2.

D1. Si A, B y C son puntos del plano, entonces
AB+ BC > AC.

Ademds, la igualdad se alcanza si y sélo si B estd en el segmento AC.

D2. En un tridngulo el lado mayor es el que se opone al dangulo mayor y recipro-
camente.

Asi, si en el tridngulo ABC' se tiene que LA > /B, entonces BC' > C'A.

Ejercicio 2.1 (i) Sia, b, ¢ son nimeros positivos con a < b+c¢,b<c+ay

c < a+ b, entonces se puede encontrar un triangulo con lados de longitud a, b

yec.

(7i) Para poder formar un tridngulo con lados de longitud a < b < ¢, basta que
c<a+b.

(7i1) Se puede construir un tridngulo con segmentos de longitud a, b, ¢ si y sélo
si existen numeros positivos x, y, z cona=x+y, b=y+zyc=z+zx.
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Ejercicio 2.2 (i) Si con segmentos de longitud a < b < ¢ se puede construir
un tridngulo, entonces con segmentos de longitud \/a < Vb < V¢ se puede
armar un triangulo.

(ii) El reciproco de (i) es falso.

(#i1) Si con segmentos de longitud a < b < ¢ se puede armar un tridngulo,

: 1 1 1
en.tonces con segmentos de longitud 1, 5 ¥ 74 Se puede formar un
tridngulo.

Ejercicio 2.3 Considere los segmentos de longitud a, b, ¢, d y e, de manera
que con cualesquiera tres de ellos se puede formar un tridngulo, muestre que
hay tres de ellos que forman un tridngulo acutangulo.

Algunas veces la clave para resolver un problema estd en identificar ciertas
cantidades con magnitudes geométricas, como sucede en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.1 Sia, b, ¢ son niimeros positivos con a?+b% —ab = 2, muestre

que (a —b)(b—c) <0.

Como ¢? = a? + b?> — ab = a® + b — 2ab cos 60°, podemos pensar que a, b,
c son las longitudes de los lados de un tridngulo tal que la medida del dngulo
opuesto al lado de longitud ¢, es igual a 60°. Los angulos del tridngulo ABC
cumplen, ZA <60°y ZB > 60°, o bien ZA > 60°y ZB < 60°. Por lo tanto,
por la propiedad D2 tenemos que a < ¢ < b o bien a > ¢ > b. En cualquier
caso sucede que (a —b)(b—c¢) <0.

Observacion 2.1.2 También se puede resolver el ejemplo anterior sin tener que
identificar a, b y ¢ con las longitudes de los lados de un tridngulo.

Supongamos primero que a < b, el que a® +b% —ab = ¢? implica que a(a —b) =
2 — b2 = (c—b)(c+b), por lo que c — b < 0y entonces (a — b)(b—c) <O0.
Andlogamente, a > b implica ¢ — b > 0, lo que nos lleva a que

(a—=0b)(b—c) <0.

Otro ejemplo donde no es inmediato que se trate de una desigualdad geométrica,
o que el uso de la geometria ayude, se muestra a continuacion.

Ejemplo 2.1.3 Sia, b, ¢ son niimeros positivos, entonces

Va2 +ac+c2 < a2 —ab+ b2+ /b2 —be+ 2.
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Los radicales sugieren usar la ley de los cosenos con angulos de 120° y de 60°
como sigue: a’?+ac+c? =a?+ % —2accos120°, a2 —ab+ b2 = a? + 1% —
2ab cos 60° y b — be + ¢ = b% + ¢ — 2bc cos 60°.

Entonces, si consideramos un cuadrildtero ABCD, con ZADB = /BDC =
60° y ZADC = 120°, de manera que AD = a, BD = by CD = ¢, tene-
mos que AB = va? —ab+ b2, BC = Vb2 —bc+c2y CA= Va2 +ac+ 2.
La desigualdad que debemos mostrar es la desigualdad del tridngulo para el
tridngulo ABC.

Ejercicio 2.4 Sea ABC' un triangulo con /A > /B, muestre que BC' > %AB.

Ejercicio 2.5 Sea ABCD un cuadrildtero convexo, muestre que:
(1) SiAB+ BD < AC 4+ CD entonces AB < AC.

(i) Si LA> /C y ZD > /B entonces BC > £ AD.

Ejercicio 2.6 Si ay, ao, a3, a4, as son las longitudes de los lados de un
pentdagono convexo y si dy, ds, ds, d4, ds son las longitudes de sus diagonales,
muestre que

a1 +ag +as+ aq + as

1
- < < 1.
2 di + do + dg + dy + d5

Ejercicio 2.7 La longitud m, de la mediana AA" de un tridngulo ABC cumple

b —
que mg > %

Ejercicio 2.8 Si la longitud de la mediana AA’ de un tridngulo ABC' cumple
My > %a, muestre que ZBAC < 90°.

Ejercicio 2.9 Si AA’ es la mediana del triangulo ABC' y si AB < AC, entonces
/BAA > /A'AC.
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Ejercicio 2.10 Si m,, my y m. son las longitudes de las medianas de un
triangulo con lados de longitudes a, b y c, respectivamente. Muestre que se
puede armar un tridangulo de lados con longitudes mq, my y me, y que

3
Z(a+b+c)<ma+mb—|—mc<a+b+c.

Ejercicio 2.11 (Desigualdad de Ptolomeo) Para un cuadrildtero convexo
ABCD se cumple que AC - BD < AB-CD + BC - DA.
La igualdad se da si y sélo si ABCD es un cuadrilatero ciclico.

Ejercicio 2.12 Sea ABCD un cuadrilatero ciclico. Muestre que AC > BD si
y sélo si (AD — BC)(AB — DC) > 0.

Ejercicio 2.13 (Problema de Pompeiu) Sea ABC' un tridngulo equildtero y
P un punto del plano que no pertenece al circuncirculo de ABC. Muestre que
PA, PB y PC son las longitudes de los lados de un tridngulo.

Ejercicio 2.14 S5i ABCD es un paralelogramo, muestre que

|AB®> — BC?| < AC - BD.

Ejercicio 2.15 Sia, b y ¢ son las longitudes de los lados de un tridangulo, m,,
my ¥ m. representan las longitudes de las medianas y R el circunradio. Muestre
que:

(4)

(1) mq(be — a?) + my(ca — b%) +me(ab — c?) > 0.

2 2 2 2 2 2
a”+b b*+c c“+a
- -

Me Mg myp

<12R.

Ejercicio 2.16 Sea ABC un tridngulo cuyos lados tienen longitudes a, b y c.
Supongamos que ¢ > b, muestre que

1 3
§(c—b) <mp—me < 5(0—1)),
donde my y m. son las longitudes de las medianas.

Ejercicio 2.17 (Irdn, 2005) Sea ABC' un tridngulo con ZA = 90°. Sea D la
interseccion de la bisectriz interna del Z A con el lado BC' y sea I, el centro de
la circunferencia excrita al tridngulo ABC' opuesta al vértice A. Muestre que

AD
<v2-1.
D.Ta_\/_
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2.2. Desigualdades entre los lados de un tridangulo

Las desigualdades entre las longitudes de los lados de un tridngulo aparecen
frecuentemente como problemas en los concursos. Un tipo de problemas son
los que piden demostrar una desigualdad que satisfacen las longitudes de los
lados del tridngulo y no hay mas elementos geométricos involucrados, como es
el siguiente.

Ejemplo 2.2.1 Las longitudes de los lados a, b y ¢ de un tridngulo cumplen
que
a(b+c—a) < 2bc.

Como la desigualdad es simétrica en b y ¢ podemos suponer, sin perder genera-
lidad, que ¢ < b. Estudiaremos la desigualdad en casos:

Caso 1. a <b.
Por ser la longitud de los lados de un tridngulo tenemos que b < a + ¢; luego
2b
b+c—a=b—a+c<c+c=2c< ey
a
Caso 2. a > b.

Aqui resulta que b—a < 0, y como a < b+ ¢ < 2b, tenemos que

2bc
b+c—a=c+b—a<c<—.
a

Otro tipo de problemas para las longitudes de los lados de un tridngulo, son
aquellos donde se pide demostrar que cierta relacién entre los niimeros a, by ¢
es suficiente para construir un tridngulo con lados de longitud a, by c.

Ejemplo 2.2.2 (i) Sia, b, c son nidmeros positivos y satisfacen, (a2 + b + 62)2 >
2 (a4 + bt + 04), entonces a, b y c son las longitudes de los lados de un triangulo.
(ii) Si a, b, ¢, d son niimeros positivos y satisfacen

@+ +E+d)? >3 (a + b+t +dY),
entonces con cualesquiera tres de ellos se puede formar un tridangulo.
Para la parte (¢) basta observar que,
(0> + 6% + 2)° =2 (a* + b* + *) = (a+b+c) (atb—c) (a—b+c)(—atb+c) > 0

y notar que de estos factores ninguno es negativo, compare con el ejemplo 1.2.5.
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Para la parte (ii), tenemos que

3(at + b1+t +dY) < (2 + 0+ E+d%)

2+ +E AP+ L)
= T +d

2 4 2 2\ 2 2 4 p2 2\ 2 9
S{(a +2+c> +<a +2+c) o (\/g)

La segunda desigualdad se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz; luego
(a2+b2+c2)2
1

at+ v+t <2 . Por la primera parte tenemos que con a, by c se
puede formar un tridngulo. Como el argumento utilizado es simétrico en a, b, ¢
y d, tenemos el resultado.

Existe una técnica que ayuda a transformar una desigualdad entre las longitudes
de los lados de un tridngulo en una desigualdad entre nimeros positivos (desde
luego relacionados con los lados), llamada la transformacién de Ravi.

Si el incirculo (I,7) del tridngulo ABC' es tangente a los lados BC, CA 'y
AB en los puntos X, Y y Z, respectivamente, tenemos que, © = AZ = Y A,
y=ZB=BX, z=XC=CY.

Esclaroquea=y+z2, b=z24z,c=xz+y,r=s—a,y=s—-byz=s—c¢,
dondes:%”*c.

Veamos como usar la transformacién de Ravi en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.3 Las longitudes de los lados a, b y ¢ de un tridngulo cumplen
que
(b+c—a)(c+a—b)(a+b—c) < abc.

Primero tenemos que

(b+c—a)(c+a—Db)(a+b—c)=8(s—a)(s—b)(s—c)=8zxyz,
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por otro lado
abc = (v +y)(y + 2)(z + ).

Luego, la desigualdad es equivalente a
8ryz < (v +y)(y + 2)(z + ), (2.1)
que sabemos que es vélida por el ejercicio 1.26.

Ejemplo 2.2.4 (APMO, 1996) Sean a, b, c las longitudes de los lados de un
tridngulo, muestre que Ja+b —c+vb+c—a+ve+a—b < Ja+Vb+,/c.

Comoa=y+2 b=2z2+2x ¢c=x+y, podemos deducir a + b — ¢ = 2z,
b+c—a=2x, c+a—b=2y. Luego, la desigualdad es equivalente a

V2 + 2y + V22 <\Vrt+y+Vy+z+vz+a.

Ahora usando la desigualdad entre la media aritmética y la media cuadratica
(vea ejercicio 1.68), obtenemos

V2 2 2 V2 V2 V2
V2T + /2y + V22 e R

2 4+ 2y \/2y+22 \/2z+2x
< o 2y
- \/ 2 * 2 + 2

= Vrty+Vy+z+vz+a.

Ademads, la igualdad se tiene si y sélo si x = y = z, es decir, si y sélo si
a=b=c

También, es posible expresar el drea de un tridngulo ABC, su inradio, su cir-
cunradio y su semiperimetro en términos de z, y, z. Comoa=z+y, b=y+z
y ¢ = z + x, se obtiene primero que s = %b*c = x +y + 2. Usando la férmula
de Herdn para el drea de un tridngulo se obtiene

(ABC) = /s(s —a)(s — b)(s — ¢) = /(z +y + 2)zyz. (2.2)

Usando la férmula (ABC') = sr, vemos que

(ABC) Vi +y+2) ryz
r =
S rT+y+z :zr—i-y—l—z

Finalmente, de (ABC)) = ¢ se tiene

ety
v/ (x +y+ 2)zyz
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Ejemplo 2.2.5 (India, 2003) Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados de un
trigngulo ABC'. Si construimos un tridngulo A’ B'C" con lados de longitud a+%,
b+ 5, c+ %, muestre que (A'B'C') > 2(ABC).

Comoa=y+2z b=z+xyc=x+y, se tiene que las longitudes de los lados
del tridngulo A’B'C’ son a' = % b = Lg”z d = % Usando
la férmula de Herdn para el drea de un tridngulo se obtiene

(WBC) = \/ 3(z +y +2)(2 +1zé)(2y +2)(22 + )

Aplicando la desigualdad entre la MG — M A podemos establecer que 2x +y >
3322y, 2y + 2 > 33/y2z y 22 + x > 3vV/22z, lo que nos ayudard a tener la
siguiente desigualdad

(A/B/C/) > \/3(33 +y 4_1;)27(3;@2) _ %(ABC),

donde la dltima igualdad es consecuencia directa de la ecuacién (2.2).

Ejercicio 2.18 Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que
3(ab+ be+ ca) < (a+ b+ ¢)? < 4(ab+ be + ca).

Ejercicio 2.19 Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que
ab+bc+ca<a’+b>+2< 2(ab + be + ca).

Ejercicio 2.20 Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que
2(a>+ 0 +¢%) <(a+b+0)

Ejercicio 2.21 Seana, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que
a b c

< + + <
b+c c+a a+bd

2.

N w

Ejercicio 2.22 (IMO, 1964) Sean a, b y c las longitudes de los lados de un
tridngulo, muestre que

a>(b+c—a)+b*(c+a—0b)+cE(a+b—c) < 3abe.
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Ejercicio 2.23 Seana, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que

a(b2+c2—a2)+b(62+a2—62)+c(a2—|—62—c2) < 3abe.

Ejercicio 2.24 (IMO, 1983) Sean a, b y c las longitudes de los lados de un
tridngulo, muestre que

a®b(a — b) + b%c(b — ¢) + *a(c — a) > 0.

Ejercicio 2.25 Seana, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que
a—b+b—c+c—a <l
a+b b+c cHa|l 8

Ejercicio 2.26 Las longitudes de los lados de un tridngulo a, b y ¢, satisfacen
ab + bc + ca = 3, muestre que

3<a+b+c<2V3.

Ejercicio 2.27 Sean a,b,c las longitudes de los lados de un tridngulo y r el
inradio del triangulo, muestre que

1 1 1 3
11,1 V8
a b ¢

Ejercicio 2.28 Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados de un tridngulo y s el
semiperimetro, muestre que:

(1) (s —a)(s —b) < ab, bt bt
(i) (s —a)(s —b) + (s —b)(s —¢) + (s — ) (s —a) < %

Ejercicio 2.29 Si a, b, ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo
acutangulo, muestre que

Z Va2 + b2 —2va2 -2 + 2 < a?+ b+ 3,

ciclica
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donde )" .ica Significa la suma sobre las permutaciones ciclicas, (a, b, c), (b, c,a)
y (¢,a,b), de (a,b,c).

Ejercicio 2.30 Si a, b, ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo
acutangulo, muestre que

Z \/(12—1—62—62\/(12—62—1—62 < ab+ bc+ ca,

ciclica

donde ) ..ica Significa la suma sobre las permutaciones ciclicas, (a, b, c), (b, c,a)
y (¢,a,b), de (a,b,c).

2.3. Uso de desigualdades en la geometria del triangu-
lo

Un problema que ayuda a ejemplificar el uso de las desigualdades en la geometria
es el problema 2 que se planted en la Olimpiada Internacional de Matemdticas
en 1961. De éste existen varias pruebas y también sus aplicaciones son diversas
como veremos mas adelante. Por ahora lo presentamos como un ejemplo.

Ejemplo 2.3.1 Sia, b y ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo de
drea (ABC), entonces 4v/3(ABC) < a® + b + 2.

Como un tridangulo equildtero con lado de longitud « tiene drea igual a @aQ,

la igualdad se alcanza en tal caso; trataremos entonces de comparar lo que
sucede en un tridngulo en general con lo que pasa, al respecto, en un tridngulo
equilatero con lado de longitud a.

B d D e C

Sea BC = a. Si AD es la altura de un tridngulo desde A, su longitud A la
podemos escribir como h = @a + y, donde y mide su defecto con respecto a
la longitud de la altura del tridngulo equildtero. También escribimos d = § — x

y e = § + z, donde x se puede interpretar como el defecto o la diferencia, que
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la proyeccion de A en BC' tiene, con respecto a la proyeccion de A en BC' en el
tridngulo equildtero, que en tal caso es el punto medio del lado BC'. Tenemos
que

2 2
a2+b2+c2—4\/§(ABC):a2+h2+<g+x) +h2—|—<g—x) —4\/3%

= ga2—|—2h2+2:1:2—2\/§a <§a—|—y)

3 V3 ’
= §a2 +2 <7a+y> + 222 — 3a% — 2/3ay

3 3
= §a2 + §a2 + 2\/§ay + 2y2 + 222 — 3a® — 2\/§ay

=2(z% +¢%) > 0.

Ademds, la igualdad se da si y sélo si x = y = 0, es decir, cuando el tridngulo
es equilatero.

Veamos otra demostracién del ejemplo anterior. Sea ABC' el tridngulo con
lados de longitud a > b > ¢, y sea A’ un punto de manera que A’BC sea un
tridngulo equildtero con lados de longitud a. Llamemos d = AA’, entonces d
mide de alguna manera el defecto que tiene ABC con respecto al tridngulo
equilatero.




70 Desigualdades Geométricas

Por la ley de los cosenos, tenemos que

d> = a®+c - 2accos(B —60°)
= a?+ ¢ — 2ac(cos B cos 60° + sen B sen 60°)

B
= a’+ —accosB—Q\/gm

2
2., .2 32
= a’*+c* —ac <w> —2V3(ABC)
2ac
2242
_ YAV 5 54B0).

2

Pero d?> > 0, luego tenemos que 4\/§(ABC) < a2+ b%+ %, como desedbamos.
Ademds, la igualdad se da si d = 0, esto es si A’ = A o, equivalentemente, si
ABC es equilatero.

Es comin encontrar entre los problemas de olimpiadas desigualdades que in-
volucran elementos de un tridngulo. Algunas de ellas son consecuencia de la
siguiente desigualdad, valida para niimeros positivos a, b, ¢, (ver ejercicio 1.36
de la seccién 1.3).

(a+b+c)<é+%+%)29. (2.3)

Ademas, recordemos que se da la igualdad si y sélosia=b=c.

Otra desigualdad que ha resultado muy dtil para problemas de geometria, es
la desigualdad de Nesbitt, (ver ejemplo 1.4.8 de la seccién 1.4). Esta dice que
para nimeros positivos a, b, ¢, siempre se tiene

a b c
+ +
b+c c+a a+bd

3
= (2.4)

La desigualdad anterior se puede demostrar, usando la desigualdad (2.3) de la
siguiente forma

a b c a+b+c a+b+c a+bdb+c

b+c+c—|—a+a—|—b_ b+c + c+a + a-+b

:(a—i-b—i-c)( SR )—3

b+c c4+a a+bd

3

1 1 1 1
—5[(a+b)+(b+c)+(c+a)]~<b+c+c+a+a+b> -3
9 3
> _3=2,
-2 3 2
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La igualdad se da si y sélo si a +b = b+ ¢ = ¢+ a, o equivalentemente, si
a=b=c.

Veamos ahora una serie de ejemplos de desigualdades geométricas donde tales
relaciones se utilizan.

Ejemplo 2.3.2 Sea ABC' un tridngulo equildtero con lados de longitud a,; sea
M un punto dentro de ABC' y D, E, F las proyecciones de M sobre los lados
BC, CA y AB, respectivamente. Muestre que:

1 1 1 6v'3
(1) + + > \/_
MD ME MF a

g 1 1 1 3v/3
) + + > .
MD+ ME ME+MF MF+ MD a

A

B C
D

Sean x = MD, y = MEy z = MF. Si denotamos por (ABC') al drea del
tridngulo ABC, tenemos que (ABC) = (BCM) + (CAM) + (ABM), por lo

que ah = ax + ay + az, donde h = @a es la longitud de la altura de ABC.

Por lo tanto, h = x4y + z (este resultado es conocido como el lema de Viviani,
ver la seccién 2.8). Por la desigualdad (2.3) tenemos que

6v/3

1 1 1 9
h <— + -+ —> >9, despejando, > —
T h a

1
y oz z

Sl

+=+

1
Y

Para demostrar la segunda parte, observemos que de la desigualdad (2.3), te-
nemos que

1 1 1
@+y+y+z+z+@< + + >>9
rT+y y+z z+zT

1 1 1 9 _ 33
Por lo tanto, m+y+z+z+x > 55 = T
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Ejemplo 2.3.3 Si hy, hy y he son las longitudes de las alturas de un tridngulo
ABC que tiene incirculo de centro I y radio r, tenemos:

r r r
Ny
(7) ha+hb+hc ,

(i) hg + hy + he > 9r.

. L v _ ra _ (IBO)
Para demostrar la primera ecuacién, observemos que ;- = 7= = (ABCY De
r _ (ICA)

Ve T
manera andloga, g = (ABO)' he = (ABC)" sumando

SRR + +
ha  hy  he

C

La desigualdad es consecuencia directa de la desigualdad (2.3), ya que

1 1 1
hg +h he)l —+—+— | -r>9r
(ha + hy + )<ha+hb+hc) r r

Ejemplo 2.3.4 Sea ABC' un triangulo con alturas AD, BE, CF y sea H el
ortocentro. Muestre que:

" AD | BE CF
“HD "HE THF ="

i) HD HE  HF
“ AT HB T HC

3
> —.
-2
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A

E

H

[ ]
B C
D

Para demostrar el inciso (i), consideremos S = (ABC), S; = (HBC), Sy =

(HCA), S3 = (HAB). Como los triangulos ABC' y HBC tienen la misma

base, la razén de sus areas es igual a la razdn de sus alturas, es decir, % = %.

3 S2 _ HE \ S3 _ HF oD , HE | HE _
Andlogamente, % = 55 vy 3 = &F- Luego, G5 + g t e = 1.

Usando la desigualdad (2.3), tenemos

>9

AD+BE+C’F HD+HE+HF
HD HE HF AD BE CF

Al sustituir aqui la igualdad que calculamos obtenemos (7).

Mds adn, la igualdad se da si y sélo si 22 = HE _ HE _ 1 4 |5 que es lo
g y AD — BE — CF — 3 q

mismo, S1 = Sy = S3 = %S. Para demostrar la segunda parte observemos que,

HD __ HD _ 5 _ 5 £ HE _ _ So HF _  Ss

HA = AD-HD = S-81 = S5 Y andlogamente, 75 = 2o 7o = 57,
: . HD | HE |, HF - 3

entonces por la desigualdad de Nesbitt tenemos que 77 + 75 + 7= = 3-

Ejemplo 2.3.5 (Corea, 1995) Sean ABC' un tridnguloy L, M, N puntos sobre
BC, CA y AB, respectivamente. Sean P, Q y R los puntos de interseccion
de las lineas AL, BM y CN con el circuncirculo de ABC, respectivamente.
Muestre que

AL BM CN
—+——+——=2>0.
LP " MQ ' NR

Sean A’ el punto medio de BC, P’ el punto medio del arco BC, Dy D’ las
proyecciones de A y P sobre BC', respectivamente.
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AL _ AD AD
Es claro que, IP = Py = Prar- Luego, el valor minimo de 4 P L, B G

obtiene cuando P, Q y R son los puntos medios de los arcos BC, C'A y AB,
respectivamente. Esto sucederd cuando AL, BM y CN sean las bisectrices
internas del tridngulo ABC. Por lo que, sin perder generalidad, supondremos
que AL, BM y CN son las bisectrices internas de ABC. Como AL es bisectriz
interna, se tiene que!

ca ba 9 a \?
BL_IH—C' LC_IH—C y AL —bc(1—<b+c>>.

Ademis,

+CN se

2
AL AL AL? @@<1_<E5)> (b+c)? - a?
LP  AL-LP BL-LC e a

Andlogamente, para las bisectrices BM y C'N, se tiene

BM  (c+a)*—b? CN  (a+b)?—
MQ b2 Y NrR™ 2

Por lo tanto,

AL BM CN 2 b\ 2
AL BM  CN c+a " a+ _3
LP ' MQ ' NR b c

> 1 b+c +c—i-a%_a—i-b 2_3

3 a b c
> Lig2osoyg
- 3 - Y-

'Ver teorema de la bisectriz y ejercicio 2.8.17 del capitulo 2 en [6], pag.74 y 105 o [9],
pag.10 y 11.
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La primera desigualdad se sigue de la convexidad de la funcién f(z) = 22, y la
segunda desigualdad de relaciones de la forma l—c’ + ¢ > 2. Observemos que la
igualdad se da siy sélosia=b=c.

Otra manera de terminar el problema es como sigue,

b+c\> c+a\? a+b\>
+ + —3=
a b c
a2 b2 b2 2 2 a2 ab be ca
= E‘i‘g + C—2+b—2 + $+C_2 + 2 c—2+$+b—2 -3

>2-3+2-3-3=09.

3/ (ab)(bc)(ca) _ 3.

a2b2c?

Aqui usamos el hecho que Z—;—i—g > 2y que Zg—’_ +a > 38

Ejemplo 2.3.6 (Lista corta IMO, 1997) Las longitudes de los lados de un
hexdgono ABCDEF satisfacen AB = BC,CD = DE y EF = FA. Muestre

que
BC DE FA>3

BE DATFCZ Y
B

C

!

E
Sean a = AC, b= CE y ¢ = FA. La desigualdad de Ptolomeo (ver ejercicio

2.11), aplicada en el cuadrildtero ACEF, nos garantiza que AE - FC < FA -
CE+ AC-FEF. Como EF = FA, tenemos entonces ¢- FFC < FA-b+ FA-a.
Por lo tanto,

FA c
FC ~a+d
Andlogamente, se puede ver que
BC a DE b
5 2 Y a2 :
BE ~ b+c DA ~ c+a

FA b 3
Por tanto, BE + DA + 7o 2 ot t oa T a5 = 5. La dltima desigualdad es

la desigualdad de Nesbitt, que sabemos es cierta.
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Ejercicio 2.31 Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que:

a b c

) >
(i) b+c—a+c+a—b+a+b—c_3'

(i) b—l—c—a+c—|—a—b+a+b—023.
a b c

Ejercicio 2.32 Sean AD, BE, CF las alturas de un triangulo ABC' y PQ, PR,
PS las distancias de un punto P a los lados BC, C'A, AB, respectivamente.

Muestre que

AD | BE CF_,
PQ " PR PSS~

Ejercicio 2.33 Tres lineas se trazan por un punto O que se localiza dentro de
un triangulo de drea S de manera que cada lado es cortado por dos de éstas.
Las lineas dividen al tridngulo en tres triangulos con vértice comin O y dreas
S1, So y S3, ademds de tres cuadrildteros. Muestre que:

Ejercicio 2.34 Tres cevianas AL, BM, C'N de un triangulo ABC son concu-

AP | BP | CP _ o i\ o4 o
rrentes en un punto P. Muestre que, 5 + 53 + py = 6 si y solo si P es el

centroide.

Ejercicio 2.35 Las alturas AD, BE, CF intersectan al circuncirculo del
tridgngulo ABC en D', E' y F', respectivamente. Muestre que:

(@) AD +BE+CF > 9
DD'  FEE'  FF — 7
(i) AD n BE n CFE S
AD"  BE' CF' —

9
1

Ejercicio 2.36 Sea ABC' un tridngulo y sean l,, ly, l. las longitudes de las
bisectrices internas, s el semiperimetro y r el inradio de tal triangulo. Muestre
que:
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(1) lalple < 7s.
(i1) Laly + lple + 11, < 8%

(idd) 12+ 12+ 12 < s°.

Ejercicio 2.37 Sea ABC' un tridngulo y sean M, N, P puntos arbitrarios en los
segmentos BC, C'A, BA, respectivamente. Denote las longitudes de los lados
del triangulo por a, b, c y el circunradio por R. Muestre que

be L@ L _gp
AM BN CP~ 7

Ejercicio 2.38 Sea ABC' un tridngulo con lados de longitud a, b y c. Sean
Mg, My ¥y M las longitudes de las medianas desde A, B y C, respectivamente.
Muestre que

max{amg,bmy,cm.} < sR,

donde R es el radio del circuncirculo y s el semiperimetro.

2.4. La desigualdad de Euler y algunas aplicaciones

Teorema 2.4.1 (Teorema de Euler) Si en un triangulo ABC, O es su cir-
cuncentro, I su incentro, R su circunradio y r su inradio, entonces

OI’ = R?> — 2Rr.

Demostracién. Veamos una demostracién? que solamente depende del teorema
de Pitdgoras y del hecho de que el circuncirculo del tridngulo BC'I tiene centro
D, donde D es el punto medio del arco BC3. En la demostracién usaremos
segmentos dirigidos.

?Otra demostracién puede verse en [6], pag. 122 o [9], pag. 29.
3La demostracién puede verse en [6], observacién 3.2.7, pag. 123 o [1], pag. 76.
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o

Sean M el punto medio de BC'y @) la proyeccién ortogonal de I sobre el radio
OD. Entonces

OB?>-0I* = OB?-DB*+ DI*-0I*
OM? — MD? + DQ? — QO?
(MO + DM) (MO — DM) + (DQ + QO)(DQ — QO)
DO(MO + MD + DQ + 0Q)
= R(2MQ) = 2Rr.

Por lo tanto, OI? = R? — 2Rr.

Como una consecuencia del teorema anterior tenemos la siguiente desigualdad,

Teorema 2.4.2 (Desigualdad de Euler) R > 2r. Ademds, R = 2r si y sdlo
si el tridngulo es equildtero®.

Teorema 2.4.3 En un tridngulo ABC, con circunradio R, inradio r y semipe-

rimetro s, se tiene
R

S
< — < —,
T 3v3 7 2

*Existen demostraciones directas de la desigualdad (esto es, sin utilizar la férmula de Euler).
Una de ellas es la siguiente: el circulo de los nueve puntos de un tridngulo es el circuncirculo

del tridngulo medial A’B’C’, como este triangulo es semejante a ABC' en razén 2:1, se tiene
que el radio del circulo de los nueve puntos es %. Claramente una circunferencia que corta a

los tres lados del tridngulo debe tener radio mayor que el radio del incirculo, luego % >
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Demostracién. Usaremos que®, (ABC) = ‘i—% = sr. Por la desigualdad MG —

MA, tenemos que 2s = a+b+ ¢ > 3v/abc = 3V/4Rrs. Luego, 8s3 >
27(4Rrs) > 27(8r%s), ya que R > 2r. Por lo tanto, s > 3v/3r.

La segunda desigualdad, ﬁ < %, es equivalente a a + b+ ¢ < 3v/3R. Pero
ésta, utilizando la ley de los senos, es equivalente a sen A 4+ sen B + sen C <
3—‘2/5. Observemos que esta ultima desigualdad es verdadera, ya que la funcién
f(z) = senx es céncava en [0, 7], entonces tnAtsenBisenC < gop (ALBLCH

sen 60° = @

Ejercicio 2.39 Seana, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—10b) < abe.

Ejercicio 2.40 Seana, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que

L L

ab+bc+ca ~ R?’
donde R denota el circunradio.

Ejercicio 2.41 Sean A, B y C las medidas de los dngulos en cada uno de los
vértices del tridngulo ABC', muestre que

1 1 1
> 4.
sen Asen B + sen B sen C' + senCsen A —

Ejercicio 2.42 Sean A, B y C las medidas de los angulos en cada uno de los
vértices del triangulo ABC, muestre que

A B C 1
sen— sen— sen— | < —.
CHICHICHE

Ejercicio 2.43 Sea ABC un tridangulo. Llamamos a los angulos en los vértices
en A, B, C, de la misma forma, es decir, A, B, C, respectivamente. Sean a, b
y ¢ las longitudes de los lados del triangulo y sea R el radio del circuncirculo.

Muestre que
V3

G ) ) =0

®Consultar [6], pag. 97 o [9], pag. 13.
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Teorema 2.4.4 (Teorema de Leibniz) En un tridngulo ABC con lados de
longitud a, b y ¢, y con circuncentro O, centroide G y circunradio R, se cumple
que

OGQZRZ—%(QQ—i—bZ—i—cQ).

Demostracién. Usaremos el teorema de Stewart que dice® que, si L es un
punto sobre el lado BC' de un tridngulo ABC' ysi AL =1, BL=m, LC = n,
entonces a (l2 + mn) = b’m + 2n.

A

Aplicando el teorema de Stewart al tridngulo OAA’ para encontrar la longitud
de OG, donde A’ es el punto medio de BC', obtenemos

AA (OG? + AG - GA') = A'O* - AG + AO? - GA'.

Como

AO =R, AG = ;AA’ y GA = %AA’,

sustituyendo tenemos

2 2 1
2 - A/.A 2 = A/ 2'_ 2. .
OG* + 9( ) O 2+ R -2

®Para la demostracién véase [6], pag. 96 o [9], pag. 6.
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2 2\_ 2
Por otro lado’, (4’A)% = M y A/O% = R? — 2 tenemos que

o — (R2—a—2> 2 1p, 2 (2(62+02)—a2>

4 )3 3 9 4
_ 2 a? 2(b2+02)—a2
N 6 18
a? + b2+ 2
= R?
9

Una consecuencia del teorema anterior es la desigualdad siguiente.

Teorema 2.4.5 (Desigualdad de Leibniz) En un triangulo ABC, con lados
de longitud a, b y ¢, con circunradio R, se cumple que

9R? > a? + b + &2

Ademds, la igualdad se da si y sélo si O = G, es decir, cuando el tridngulo es
equildtero.

Ejemplo 2.4.6 En un triangulo ABC' con lados de longitud a, b y ¢, y de drea

(ABC), se tiene que
9abc

4V3(ABC) < ————.
a+b+c

Usando que 4R(ABC') = abe, tenemos las siguientes equivalencias
a’b?c? a? +b? + 2 3abc

> & 4(ABC) € ————.
6(ABC)2 o 9 ( ) ~ Va2 _|_b2 +CQ

La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos garantiza que a+b+c < v/3va2 + b2 + ¢2,
por lo que

IR? > d*+b’+* < 1

9abc

4V3(ABC) < ———.
a+b+c

Ejercicio 2.44 Sean A, B y C las medidas de los dngulos en cada uno de los
vértices del triangulo ABC', muestre que

sen’A + sen’B + sen’C <

=] ©

"Consultar [6], pag. 83 o [9], pag. 10.
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Ejercicio 2.45 Seana, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, muestre
que

4v/3(ABC) < 3Va2b2c2.

Ejercicio 2.46 Suponga que el incirculo de ABC es tangente a los lados BC,
CA, AB, en D, E, F, respectivamente. Muestre que

[\

EF? 4+ FD? + DE? < %

donde s es el semiperimetro de ABC.

Ejercicio 2.47 Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados de un tridngulo ABC
y sean hg, hy, he las longitudes de las alturas sobre A, B, C, respectivamente.
Muestre que

a’ b? c?

> 4.
hyhe * hehg * hohy —

2.5. Funciones simétricas de a, b y ¢

Las longitudes de los lados a, b y ¢ de un tridngulo tienen una relacién muy
estrecha con s, r y R el semiperimetro, el inradio y el circunradio del tridngulo,
respectivamente. Las relaciones mas usadas son:

a+b+c = 2s (2.5)

ab+bc+ca = s*+r*+4rR (2.6)

abc = 4Rrs. (2.7)

La primera es la definiciéon de s y la tercera se sigue de que el drea de un
tridngulo es Z—IE = rs. Usando la férmula de Herdn para el drea de un triangulo

tenemos la relacién s(s — a)(s — b)(s — ¢) = r2s?, por lo que

s% — (@ +b+c)s* + (ab + be + ca)s — abe = r?s.

Sustituyendo las ecuaciones (2.5) y (2.7) en esta igualdad, y despejando obte-
nemos que
ab+bc+ ca = s> + 12 + 4Rr.
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Ahora bien, como cualquier polinomio simétrico en a, b y ¢ se puede expresar
como un polinomio en términos de (a + b+ c¢), (ab+bc+ ca) y (abc), también
lo podemos expresar como un polinomio en s, 7 y R. Por ejemplo,

a®+ 0>+ = (a+b+c)* —2(ab+bc+ ca) =2 (s> —r* —4Rr),
A+ +E =(a+b+¢)® —3(a+b+c)(ab+ be + ca) + 3abe
= 2(83—37‘28—6R7’8).

Estas transformaciones ayudan a resolver diversos problemas como veremos mds
adelante.

Lema 2.5.1 Si A, B y C son las medidas de los dangulos en cada uno de los
vértices del tridangulo ABC, se tiene que cos A+ cos B +cosC = 1 + 1.

Demostracion.

b2 2 9 2 2 _ 2 2 22
cos A+ cosB +cosC = te a —|—c ta —i—a + ¢

2bc 2ca 2ab

a(b* 4 ) +b(c?+a?) +c(a®+b%) — (a® +0° + )
- 2abc

(a+b+c)(a® +b*+c*) —2(a® 4+ b3+ 3)
N 2abc

4s (82 —r?— 4RT‘) —4 (53 — 3r?s — GRTS)
- 8Rrs

(s* —r* —4Rr) — (s* — 3r* — 6Rr)
- 2Rr

22 +2Rr 7
=———=—+1

2Rr R

Ejemplo 2.5.2 Sean A, B y C los dngulos en cada uno de los vértices del
trigngulo ABC', muestre que cos A 4 cos B + cos C < %

El lema 2.5.1 nos garantiza que cos A + cos B +cosC = & + 1, y usando la
desigualdad de Euler, R > 2r, tenemos el resultado.

Podemos dar otra demostracién directa. Observemos que,

a(B*+c2—a?)+b(P+a*—b?)+c(a® +b*—c?) = (b+c—a)(c+a—b)(a+b—c)+2abe.
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Luego,

B+c2—a®> A+ad2-0 a?+v*P -7
2bc 2ca 2ab
(b+c—a)(c+a—Db)(a+b—rc)

pr— 11
2abc +

cos A+ cosB+cosC =

y como (b+c—a)(c+a—>b)(a+b—c)<abe, se tiene el resultado.

Ejemplo 2.5.3 (IMO, 1991) Sean ABC' un tridngulo, I su incentro y L, M,
N las intersecciones de las bisectrices en A, B, C' con BC, CA, AB, respecti-

Al BI CI 8
vamente. Muestre que 4 < A BN < o

A

B C
L

El teorema de la bisectriz nos asegura que fé = ‘é,]z =gy, como BL+LC = a,
b+c y LC = b+c El mismo teorema de la bisectriz aplicado
a la bisectriz BI del angulo ZABL, garantiza que ﬂ = % = (b_‘f_—‘i)c = 14

Por lo que,

se tiene que BL =

AL Al + 1L IL a at+b+e
Al Al T AT T b e Thte

Al _ _btc 8 £ BI _  _c+ta CI _ _a+b ¢
Luego, AL = atire - Andlogamente, B = arite Y ON = arbte Asi, la

desigualdad que se pide demostrar en términos de a, by ¢, es

1 (b+c)(ct+a)(at+d) <§
4 (a+b+c)3 - 27

La desigualdad MG — AM nos garantiza que
<(b+c)+(c+a)+(a+b)> 8

(b+c)(c+a)(a+b) < a+b+c)?,

3 27(
por lo que la desigualdad de la derecha que debemos demostrar es ahora evi-
dente.

80tra forma de ver la identidad es como sigue: Considere a = (ABI), 8 = (BCI) y

_ Al _ _aty . _r(etb) b
v = (CAI), es claro que, 47 = ;5515 = 7aters) = areis
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Para demostrar la desigualdad de la izquierda, notemos primero que

(b+c)(c+a)a+b) (a+b+c)(ab+ bc+ ca) — abe
(a+b+c)3 (a+b+c) ’

Sustituyendo las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7) tenemos

(b+c)(c+a)a+b)  2s(s>+7r*+4Rr) —4Rrs
(a+b+c)3 B 8s3
253 4+ 2512 +4Rrs 1 2r2 +4Rr 1
- 8s3 T4 + 852 s

Podemos usar también la transformacién de Ravi con a =y + 2, b = z + «,
¢ = x + vy, para concluir de la siguiente manera

b+c)(c+a)(a+d) (zH+y+z+a)(zt+y+zt+y)(z+y+z+2)

(a4+b+c)3 8z +y+ 2)3

1+L> @L) (H#)
rT+y+=z rT+y+=z rT+y+=z

1 1+x+y+z xy +yz + zx TYZ >
8 r+y+=z rT+y+z rT+y+z

ool —

S 1
= R
Ejercicio 2.48 Sean A, B y C las medidas de los angulos en cada uno de los
vértices del triangulo ABC, muestre que
2 A 2 B

c
sen 5 + sen 5 —|—sen25 >

>~ w

Ejercicio 2.49 Seana, b y ¢ las longitudes de los lados de un triangulo y (ABC')
el drea del triangulo. Con la herramienta estudiada en esta seccion muestre que

9abce

4V3(ABC) < ———.
a+b+c

Ejercicio 2.50 Seana, b y ¢ las longitudes de los lados de un triangulo y (ABC')
el drea del triangulo, con la herramienta estudiada en esta seccion, muestre que

4V3(ABC) < 3Va2b2c2.
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Ejercicio 2.51 (IMO, 1961) Sean a, b y c las longitudes de los lados de un
trigngulo y (ABC') el drea del tridngulo, muestre que

4V3(ABC) < a® + b + 2.

Ejercicio 2.52 Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo y
(ABCQC) el area del triangulo, muestre que

INVBABC) < a?>+*+P —(a—b)2* = (b—c)* = (c—a)?.

Ejercicio 2.53 Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo y
(ABCQC) el area del triangulo, muestre que

4V3(ABC) < ab + be + ca.

Ejercicio 2.54 Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo y
(ABC) el area del triangulo, muestre que
3(a+ b+ c)abc

<
4\/§(ABC) — ab+bc+ca

Ejercicio 2.55 Sean a, b y c las longitudes de los lados de un triangulo. Si
a—+ b+ c=1, muestre que

1
a2+62+62+4abc<§.

Ejercicio 2.56 Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo, R el
circunradio y r el inradio, muestre que
(bt+c—a)(cta=b)latb—c) 2r
abc R’

Ejercicio 2.57 Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo y R el
circunradio, muestre que

a? b2 2
3V3R < + + .
b+c—a c+a—b a+b-—c

Ejercicio 2.58 Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo y
(ABC) el drea del triangulo. Tomemos como siempre x = HCT*a, Y = %ﬁb
yz= %b*c. Sim=x+y+2z n=xy+yz+ zxry 13 = xyz, verifique las
siguientes relaciones:
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(1) (a=b)*+(b—c)®*+(c—a)®* = (x—y)’+(y—2)*+ (2 —2)? = 2(7} — 3m).
(2) a+b+c=2m.

(3) a®> +1? + 2 =272 - 21m.

(4) ab+bc+ca =12 + 1.

(5) abc = 11719 — T3.

(6) 16(ABC)? = 2(a?b? + b*c® + c%a?) — (a* + b + ) = 161252 = 167y 73.

TITo — T3
7)) R=—"—".
@ 4,/T173
_ ™
(8) r= p

9) 11 =8 m=r@AR+7), 3 =12s.

2.6. Desigualdades con areas y perimetros

Empezamos esta seccidn con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.6.1 (Austria-Polonia, 1985) Si ABCD es un cuadrilatero convexo
de drea 1, entonces

AB+ BC +CD+ DA+ AC + BD > 4 + /8.

Sean a = AB, b= BC,c=CD,d = DA, e =AC vy f = BD. El érea
del cuadrildtero ABCD es (ABCD) = @, donde 6 es el dngulo entre las

: __efsenf ef
diagonales, luego es claro que, 1 = =5— < 5.

Como (ABC) = %swB < 4y (CDA) = sl < o tenemos que

1 = (ABCD) < “b;Cd. Andlogamente, 1 = (ABCD) < bcgd“. Estas dos

desigualdades nos garantizan que ab + bc + cd + da > 4.

Finalmente, como (e + f)2 =4def + (e — f)? > def > 8y (a+b+c+d)? =
4(a+c)(b+d)+((a+c)— (b+d))? > 4(a+c)(b+d) = 4(ab+be+cd+da) > 16,
tenemos que, a +b+c+d+e+ f >4+ /8.
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Ejemplo 2.6.2 (Iberoamericana, 1992) A partir de un tridngulo ABC, se cons-
truye un hexdgono H de vértices A1, As, By, By, C1, Co como se muestra en
la figura. Demuestre que el drea del hexagono H es mayor o igual que trece
veces el drea del tridgngulo ABC.

A
Ay '1
¢ INUb

Es claro, usando la férmula de drea (ABC) = %. que

(A1 A9 B1 BoCiCa) =(A1BCs) + (AsCBy) + (BsACY) + (AA, As)+
+ (BBlBQ) + (C’C’ng) - Q(ABC)

(c+a)’sen B (a+b)?senC  (b+c)’sen A
2 * 2 + 2 *

a2s;nA n b2S62HB n C2S62HC _ 92(ABC)

(a® 4+ b 4 c?)(sen A +sen B + sen C)
2

+absen C 4+ besen A — 2(ABC)

+ casen B+

(a? + b + c?)(sen A +sen B +sen C)

= 5 + 4(ABC).
Por lo tanto, (A1 AsB1B2C1C5) > 13(ABC) siy sélo si
2 L 12 2
(a®+b"+c )(sengl—i-senB—i-senC’) > 9(ABC) = QZII;C'

Usando la ley de los senos, segA = %, tenemos que la desigualdad es cierta si

A o (@2402+c?)(a+b+c) < 9abe
y sélo si 1B > I

, 0 lo que es lo mismo

(a®> 4+ %+ ?)(a + b+ ¢) > 9abe.
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La dltima desigualdad se deduce ya sea de la desigualdad MG — M A, de la
desigualdad del reacomodo o bien de la desigualdad de Tchebychev. Ademads,
se da la igualdad solamente en el caso en que a = b =c.

Ejemplo 2.6.3 (China, 1988 y 1993) Se tienen dos circunferencias concéntricas
de radios R y Ry (R1 > R) y un cuadrildtero convexo ABC'D inscrito en la
circunferencia pequefa. Las extensiones de AB, BC, C'D y DA intersectan a
la circunferencia grande en Cy, D1, Ay y B, respectivamente. Muestre que:

perimetro de A1B1C1D1 > Ry

(#) perimetro de ABCD ~— R
AB,C1D R\’
) % > <E1> , donde (ABC D) denota el drea del cuadrildtero.
Aq
By
Dy
Cq

Para demostrar (i), utilizamos la desigualdad de Ptolomeo (ver ejercicio 2.11)
aplicada a los cuadrildteros OABCy, OBC1D, OCD1A1 y ODA: B, ésta
nos asegura que

ACy Ry, < BiCy-R+AB; Ry
BD,-R, < C.Di-R+BC; Ry (2.8)
CA,-Ry < DiA-R+CD; Ry
DBy R, < A1Bi-R+ DA Ry.

Luego, al sumar estas desigualdades y descomponer ACy, BD1, CA1 y DBy
como AB + BCq, BC + CD+, CD + DA, y DA + ABs, respectivamente,
tenemos

Ry -perimetro (ABCD) + R1(301 +CDi+ DA + ABl)
< R - perimetro (AIBICIDI) + Rl(ABl + BC1 +CDy + DAl)
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Por lo tanto,
perimetro (41 B1C1Dy) S Ry
perimetro (ABCD) ~— R’
Para demostrar (ii), usaremos el hecho que (ABCD) = 9dsenAtbesend _

2
e84 (ad + be) y también que (ABCD) = 2bsenBedsenB — senB(gh 4 ),
donde A=/DABy B=/ABC.

Ay
B,

L]

D,
Ch

Como (AB;C1) = x(a”)senQ(lSOO_A) = x(a+y2)sen’4, podemos deducir la igual-

(AB:1C1) _ z(aty) < (BC1D1) _ y(b+2) (CD1A1) _ z(ctw)
dad (ABlc’Dl) = ¢;d+bc' Analogamente, (ABlc’Dl) = abted’ (ABchl) = Tad+be
(DA1By) _ w(d+x
(ABlc’Dl) = “abfed - Luego,

@hBﬂhDQ__1+xm+y%+dw+c) y(b+2) +w(d + z)
(ABCD) ad + be ab+ cd

La potencia de un punto de la circunferencia grande con respecto a la circunfe-
rencia pequefia es igual a R? — R%. En particular, las potencias de Ay, By, C}
y D1 son la misma. Por otro lado, tenemos que estas potencias son w(w + ¢),
z(z+d), y(y+a)y z(z+b), respectivamente.

Sustituyendo en la ecuacién anterior, tenemos que la razén de las dreas es

(AlBlClDl) .
(ABCD)
x z y w
(ad + be) * w(ad + be) * z(ab + cd) + z(ab+cd) |’

=1+ (R} - R?) J

La desigualdad MG — M A, nos permite deducir que

(A1 B1C1Dy) - 4(R? — R?)
(ABCD) = \/(ad + bc)(ab + cd)
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Ahora bien, como 2+/(ad + be)(ab + cd) < ad+be+ab+cd = (a+c)(b+d) <
%(a +b+c+d)? < M%R)Q = 8R?, las dos primeras desigualdades se dan
por la desigualdad MG — M A, y la (ltima se debe a que el cuadrado es de los
cuadrilateros inscritos en una circunferencia, el de mayor perimetro. Asi

(A1B1C1Dy) 1+4(R%—R2)_ Ry ?
(ABCD) ~— 4R2 \ R )

Desde luego, las igualdades en i) y ii) ocurren cuando ABC'D es un cuadrado y
Gnicamente en este caso. Ya que para reducir la desigualdad (2.8) a una igualdad,
se debe tener que los cuatro cuadrildteros OAB1C1, OBC1Dy, OCD{Ay y
ODA1B; sean ciclicos. Luego, OA es bisectriz del dngulo BAD, lo mismo
sucede con OB, OC'y OD.

Existen problemas que a pesar de no ser planteados de forma geométrica nos

invitan a buscar relaciones geométricas, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6.4 Sia, b, c son nidmeros positivos con ¢ < a y ¢ < b, se tiene que

Vela—c)+/c(b—¢) < Vab.

Consideremos los triangulos isésceles ABC'y ACD, los cuales comparten el
lado AC' de longitud 2+/c; tomamos el primero con lados iguales, AB = BC,
de longitud igual a v/a y el segundo que satisfaga que CD = DA y de longitud
igual a Vb.

El drea del papalote ABCD es por un lado

(ABCD) = (ABC) + (ACD) = v/c(a — ¢) + /b(b — ¢)

y por otro, (ABCD) = 2(ABD) = M_
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Esta dltima forma de calcular el drea muestra claramente que (ABCD) < Vab,
de donde se sigue el resultado buscado.

Podemos dar otra solucién del ejemplo anterior. Como AC'y BD son perpendi-
culares, por el teorema de Pitdgoras, tenemos DE = +b—cy EB = +/a — c.
Por la desigualdad de Ptolomeo (ver ejercicio 2.11)

(Vb —c+va—c)(2ve) < Vavb + av,

de donde el resultado se sigue.

Ejercicio 2.59 En cada lado de un cuadrado con lados de longitud uno, se
escoge un punto. Los cuatro puntos forman un cuadrildtero con lados de longitud
a, b, c y d, muestre que:

(i) 2<a?+ b+ +d* <4,

(i) 2vV2<a+b+c+d<A4

Ejercicio 2.60 En cada lado de un hexagono regular de lados de longitud 1 se
escoge un punto. Los seis puntos forman un hexagono de perimetro h. Muestre
que 3v/3 < h <6.

Ejercicio 2.61 Considere las tangentes al incirculo, de un triangulo ABC, que
son paralelas a los lados del tridngulo. Estas determinan junto con los lados del
triangulo un hexagono T'. Muestre que

2
perimetro de T' < 3 perimetro de (ABC)).

Ejercicio 2.62 Encontrar el radio del circulo de drea maxima que puede cubrirse
con tres circulos de radio 1.

Ejercicio 2.63 Encontrar el radio del circulo de drea maxima que puede cubrirse
con tres circulos de radios r1, 73 y 13.

Ejercicio 2.64 Dentro de un cuadrado de lado 1, coloque dos cuadrados ajenos.
Si las longitudes de los lados de los dos cuadrados son a y b, respectivamente,
muestre que a + b < 1.

Ejercicio 2.65 Un cuadrildtero convexo estd inscrito en una circunferencia de
radio 1, de manera que uno de sus lados es un didmetro y los otros son de
longitudes a, b, c. Muestre que abc < 1.
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Ejercicio 2.66 Sea ABCDE un pentdgono convexo de drea (ABCDE) y tal
que las dreas de los tridngulos ABC, BCD, CDE, DEA y EAB son iguales,
muestre que:

" (ABZDE) - (ABC) < (AB(;DE),
(ii) (ABCDE) = > +2\/5(ABC).

Ejercicio 2.67 Si AD, BE y CF son las alturas del triagngulo ABC, muestre
que
perimetro (DEF') < s,

donde s es el semiperimetro de ABC'.

Ejercicio 2.68 Las longitudes de las bisectrices internas de un triangulo son

menores o iguales a 1, muestre que el drea de dicho tridngulo es menor o igual

Ejercicio 2.69 Sia, b, ¢, d son las longitudes de los lados de un cuadrilatero

convexo de drea (ABCD), muestre que:

(i) (ABCD) < %,

(ii) (ABCD) < &° ; bd

(ifi) (ABCD) < (“ ; c) <¥> .

2.7. Teorema de Erdos-Mordell

Teorema 2.7.1 (Teorema de Pappus) Sean ABC un tridngulo, AA'B'B y
CC'A" A dos paralelogramos construidos sobre AC'y AB, de manera que ambos
estén hacia adentro o ambos hacia afuera del tridngulo. Sea P la interseccion
de B'A’ con C'A”. Construyamos otro paralelogramo BP'P"C sobre BC' de
manera que BP' sea paralela a AP y de la misma longitud. Entonces se tiene
la siguiente relacion entre las dreas,

(BP'P"C) = (AA'B'B) + (CC'A" A).
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Demostracion.

>
T

P//

Teorema 2.7.2 (Teorema de Erdés-Mordell) Sea P un punto arbitrario den-
tro o sobre la frontera de un triangulo ABC'. Si p,, py, pe Son las distancias de
P alos lados a, b, ¢ de ABC, respectivamente, entonces

PA+ PB+ PC > 2(pag +pp + pe) -

Ademds, se da la igualdad si y sélo si el tridngulo ABC' es equildtero y P es el
circuncentro.

Demostracion. (Kazarinoff) Al triangulo ABC, lo reflejamos con respecto a
la bisectriz BL del dngulo B. Sean A’ y C’ los reflejados de Ay C. Al punto P
no lo reflejamos. Ahora consideramos los paralelogramos determinados por B,
Py A, ypor B,Py (.

C/

A
B A C
La suma de las dreas de estos paralelogramos es cp, + ap. y es igual al drea del
paralelogramo A’P'P"C’, donde A’P’ es paralela a BP y de igual longitud. El
drea de A’P'P"(C’ es menor o igual que b- PB. Adem3s, las dreas son iguales
si BP es perpendicular a A'C’ si y sélo si P estd sobre BO, donde O es el
circuncentro de ABC?.

9BP es perpendicular a A’C’ si y sélo si ZPBA" = 90° — LA, pero LA = LAy
OBC =90° — ZA, luego P deber3 de estar sobre BO.
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B B

Luego,
CPa + ape < bPB.

Por lo tanto,

C a
PB > Epa‘i‘ Epc-

Andlogamente,
b c b a
PA> —p.+-py y PCZ=-ps+ —pp.
a a c c

Al sumar las desigualdades, tenemos

b b
PA+PB+PC > (242 ) put (S 4+ L) pot (5 + 2 ) pe = 20+ 10+ 0).
c b a c b a

ya que IE’ + 7 > 2. Ademds, tenemos la igualdad siy sélosia =b=cy P se
encuentra en AO, BO y CO. Es decir, si el tridngulo es equilateroy P = O.

Ejemplo 2.7.3 Con la notacion del teorema de Erdés-Mordell, muestre que

aPA+bPB + cPC > 4(ABC).

Considere los dos paralelogramos que determinan B, C, Py B, A, P, como se
muestra en la figura, y el paralelogramo que se construye siguiendo el teorema
de Pappus. Es claro que

bPB > ap, + cpe.
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De manera andloga, se tienen

aPA
cPC

bpy + cpe,
apg + bpb-

Por lo tanto,

aPA+bPB+ cPC > 2(ap, + bpy + cp.) = 4(ABC).
Ejemplo 2.7.4 Con la notacién del teorema de Erdos-Mordell, muestre que
paPA+pyPB + pcPC > 2 (paps + pope + Peba) -

Como en el ejemplo anterior, tenemos que aPA > bpy + cp.. Por lo que,

b c
PaPA > —papp + —PcPa-
a a

C

a b
; Pepe PePC > —pepa + —pope-
C C

a
Andlogamente, tenemos que p, PB > Epapb +

Al sumar las tres desigualdades, obtenemos

b a b
> 2(papb + PoPe + PePa) -

a b b ¢ c a
paPA+ pyPB + pPC > (— + )papb + (E + —) Pype + (5 + E) PePa

Ejemplo 2.7.5 Con la notacién del teorema de Erdés-Mordell, muestre que

9 1+1+1 <1+1+1
PA PB PC)  ps P Pe
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C

Hagamos la inversién en la circunferencia de centro P y radio d = py. Si A,
B’, €’ son los inversos de A, B, C, respectivamente, y A}, B}, C1, los inversos
de A1, By, C1, respectivamente, tenemos que

PA-PA' = PB-PB =PC-PC' =d*
PA,-PAy = PB,-PB]=PC,-PC;=d

Més adn, A’, B' y C’ se encuentran sobre B{C, C{A!, y A\ B/, respectiva-
mente, y los segmentos PA’, PB’ y PC’ son perpendiculares a B{C}, C1 A}y
A BY, respectivamente.

Aplicando el teorema de Erdés-Mordell al triangulo A} B|C{, obtenemos que
PA, + PB! + PC! > 2(PA' + PB' + PC").

Pero como,
d? d? d?
PAY=— PB,=——, PCl=—
L= pay’ L= pBy’ @ PCy’
d? d? d?
PC'=—, PB' =—, PA=—
¢ PC’ PB’ PA’
luego,

1 1 1 1 1 1
4 > (== + — + —
(PA1 B T PCl> = (PA TP PC) ’

por lo tanto,

21+1+1<1+1+1
PA PB PC)  \ps. m bp.)’
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Ejemplo 2.7.6 Utilizando la notacién del teorema de Erdos-Mordell, muestre
que

R
PA.-PB-PC > 2—T(Pa+pb) (Py + pe) (Pe + Pa) -

Sea (] sobre BC' tal que BCy = AB. Luego, AC1 = 2csen %, y el teorema de
Pappus nos garantiza que, PB (2csen g) > ¢ pg + ¢ pe. Por lo tanto,

PB > Pa +pr
2sen 5
Andlogamente,
PA> Rl y po Bl
2sen 5 2sen 5
Luego, al multiplicar obtenemos
PA-PB-PO> 1 (0 +3) (94 90) (9 + 12)
= 8(sené) (seng) (sen%) Pa + Pv) (Db + Pe) (Pe + Pa)

La solucién del ejercicio 2.42, nos ayuda a probar que (sen%) (sen%) (sen%) =
1r» de donde el resultado se sigue inmediatamente.

Ejemplo 2.7.7 (IMO, 1991) Sea P un punto interior del triangulo ABC'. Mues-
tre que alguno de los angulos /PAB, /PBC, Z/PCA es menor o igual a 30°.

Tracemos A1, By y C1 las perpendiculares desde P a los lados BC, CAy AB,
respectivamente. Por el teorema de Erdés Mordell, obtenemos que PA+ PB +
PC >2PA, +2PBy +2PC].
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Luego, alguna de las desigualdades siguientes deberd ocurrir,
PA >2PCy, PB>2PA; o PC>2PB;.

Si por ejemplo, PA > 2P(', se tiene que % > % = sen PAB, por lo que
/ZPAB < 30° 0 ZPAB > 150°. Pero si, ZPAB > 150°, entonces deberd su-
ceder que ZPBC < 30° y en cualquier caso terminamos.

Ejemplo 2.7.8 (IMO, 1996) Sea ABCDEF un hexdgono convexo, donde AB
es paralelo a DE, BC paralelo a EF y CD paralelo a FA. Sean R4, Rc, R
los circunradios de los tridngulos FAB, BCD y DEF, respectivamente, y sea
P el perimetro del hexagono. Muestre que

Ra+Re+ B> 2.

Sean M, N y P puntos dentro del hexdgono de manera que MDEF, NFAB 'y
PBCD sean paralelogramos. Sea XY Z el triangulo formado por las rectas que
pasan a través de B, D, I perpendiculares a F'A, BC, DE, respectivamente,
donde B estd sobre YZ, D sobre ZX y F sobre XY . Observemos que M NP
y XY Z son tridngulos semejantes.

X
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Como los tridngulos DEF y DMF son congruentes, éstos tienen el mismo
circunradio; ademds, como XM es un didmetro del circuncirculo del tridngulo
DMF, luego XM = 2REg. Andlogamente, YN = 2R,y ZP = 2R¢. Asi, la
desigualdad que se desea mostrar se puede escribir como

XM+YN+ZP>BN+BP+DP+ DM+ FM + FN.

El caso M = N = P, es la desigualdad de Erdos-Mordell, en la que se basa lo
que sigue de la prueba.

X

Zl H G Y/

Sean Y', Z' las respectivas reflexiones de Y y Z con respecto a la bisectriz
interna del ZX. Sean GG, H los pies de las perpendiculares de M, X sobre
Y'Z', respectivamente. Como (XY'Z') = (XMZ') + (Z'MY") + (Y'M X)),
tenemos

XH - Y'Z =MF-XZ'+ MG-Y'Z +MD-Y'X.
Si hacemos x =Y'Z', y=ZX', 2 = XY’, laigualdad es
xXH=axMG+ 2zDM + yF M.

Como ZXHG = 90°, entonces XH = XG sen ZXGH < XG . Ademds, por
la desigualdad del tridngulo, XG < XM + MG, tenemos que

XM >XH—-MG=2DM+2FM.
X X

Andlogamente,

YN > LZFN+ZBN,
) Yy

zp > YBp+ZIpp
z y

Al sumar estas tres desigualdades, obtenemos

XM+YN+2P>2pM+2rM+ 2N+ 28N +YBP+2DP. (2.9)
T T Yy Yy z z
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Observemos que

Yppiipn— (Y 2\ (BELBNY (v _z\(BE-BN)
z Y z Yy 2 z oy 2

Como los tridngulos XY Z y M N P son semejantes, podemos definir r como

_FM—-FN BN-BP DP-DM

" XY YZ 7X

Al aplicar la desigualdad ¥ + § > 2, obtenemos

YppiipN - (Y, 2\ (BEEBN) _r(lyx zv
z Y z oy 2 2\ z Y
> BP+BN_E(%_2>.
2\ z Y

Desigualdades andlogas se tienen para

PN+ LM > FN+FM—f<ﬁ—%),
Y T 2 \y T
ZpM+ipP > DM+DP—f(ﬁ—ﬁ).
T z 2 \x z

Al sumar las desigualdades y sustituirlas en la ecuacién (2.9), tenemos que
XM+YN+ZP>BN+ BP+DP+ DM+ FM+ FN

como se deseaba.

Ejercicio 2.70 Utilizando la notacion del teorema de Erdos-Mordell, muestre
que

4R
PA-PB-PC > —pgpype-
r

Ejercicio 2.71 Utilizando la notacion del teorema de Erdos-Mordell, muestre
que:

PA?2 PB? PC?
- + >

DPbPe PcPa PaDPb
PA PB PC

(i) + + > 3,
Do +pc pc+pa Da +pb

(i 12,
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PA PB PC
+ + > 6
VPoPe  \/PcPa \/PaPb

(iv) PA-PB+ PB-PC + PC - PA > 4(papy + PoPe + PePa).

(iid)

Ejercicio 2.72 Sea ABC un triangulo, P un punto arbitrario del plano y sean
Da, Pb Y Pe las distancias de P a los lados del triangulo con longitudes a, b y
¢, respectivamente. Si por ejemplo, P y A estdn en distintos lados de la recta
BC, entonces p, es negativo, y lo mismo pasa en los otros dos casos. Muestre
que

c

b b
PA+PB+PC2 (245 ) pat (S+ %) mt (542 ) pe
c b a c b a

2.8. Problemas de optimizacion

En esta seccién damos dos ejemplos cldsicos conocidos como el problema de
Fermat-Steiner y el problema de Fagnano.

El problema de Fermat-Steiner. Este problema plantea encontrar un punto
en el interior del tridngulo o sobre los lados, de manera que la suma de las
distancias del punto a los vértices del tridngulo sea minima. Presentaremos tres
soluciones donde resaltamos los métodos para resolver el problema.

La solucidn de Torricelli.  Esta se basa en los siguientes dos lemas.

Lema 2.8.1 (Lema de Viviani) La suma de las distancias de un punto interior
a los lados de un triangulo equildtero es igual a la altura del tridngulo.

Demostracion. Sea P un punto interior del tridngulo ABC. Tracemos el
tridngulo A’B’C" de lados paralelos a los lados de ABC, con P sobre C'A’
y B’C’" sobre la recta por By C.

A A

M/

P / P//

B B L Lc c
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Si L, M y N son los pies de las perpendiculares sobre los lados, es claro que
PM = NM', donde M’ es la interseccién de PN con A’B’. Ademds, PM’ es
altura del tridangulo equildtero A’P'P. Si A’P” es la altura del tridngulo A’P'P
desde A’, es claro que PM' = A’P”. Sea L' el pie de la altura desde el vértice
A’ del tridngulo A’B’'C’. Luego,

PL+PM+PN=PL+NM'+PN=PL+AP'=AP'+P'L'=AL".

Observacion 2.8.2 (i) Hay una prueba del lema de Viviani que se basa en el
manejo de las dreas. Denotemos por (ABC') el drea del tridngulo ABC, entonces
(ABC) = (ABP) + (BCP) + (CAP). Luego, si a es la longitud del lado del
triangulo y h la longitud de su altura, se tiene que ah = aPN + aPL 4+ aPM,
cancelando a obtenemos h = PN + PL + PM.

(74) Otra demostracién del lema de Viviani se deduce de la siguiente figura

Lema 2.8.3 Si ABC es un tridangulo con dngulos menores o iguales a 120°,
hay un dnico punto P tal que /APB = /BPC = ZCPA = 120°. El punto
P se conoce como el punto de Fermat.

Demostracion. Primero veamos la existencia de P. Sobre los lados AB 'y C'A
construimos tridngulos equildteros ABC’ y CAB’. Sus circuncirculos se inter-
sectan en A y en otro punto que denotamos por P.
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B/

C/

B C

Como APCB' es ciclico, tenemos que, ZOPA = 180° — /B’ = 120°. Ana-
logamente, por ser APBC’ ciclico, ZAPB = 120°. Finalmente, /BPC =
360° — ZAPB — Z/CPA = 360° — 120° — 120° = 120°.

Para la unicidad, supongamos que Q cumple con ZAQB = /BQC = /CQA =
120°. Como ZAQB = 120°, el punto ) deberd estar en el circuncirculo de
ABC'. Andlogamente, en el circuncirculo de CAB’, por lo que Q = P.

Estudiaremos ahora la solucién de Torricelli al problema de Fermat-Steiner. Dado
el triangulo ABC con dngulos menores o iguales a 120, construimos el punto
de Fermat P, éste satisface que ZAPB = /BPC = ZCPA = 120°. Ahora
por A, By C tracemos perpendiculares a AP, BP y C'P, respectivamente.

D

Estas perpendiculares determinan un tridngulo DEF. Veamos que éste es e-
quildtero; como el cuadrildtero PBDC' es ciclico por tener en B y C &angulos
de 90° y como £BPC = 120°, podemos deducir que ZBDC' = 60°. Podemos
repetir este argumento en cada angulo, luego DEF es equilatero.

Ahora bien, sabemos que la distancia de P a los vértices del tridngulo ABC es
igual a la longitud de la altura del tridngulo equildtero DEF. Observemos que
cualquier otro punto ), dentro del tridngulo ABC, satisface que AQ > A'Q,
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donde A’Q es la distancia de @ al lado E'F, andlogamente, BQ > B'Q vy
CQ > C'Q. Por lo tanto, AQ+ BQ+CQ es mayor o igual que la longitud de la
alturade DEF que es AP+BP+CP, queasuvezesiguala A/Q+B'Q+C'Q,
esto ltimo se sigue del lema de Viviani.

La solucion de Hofmann-Gallai. Esta forma de resolver el problema usa la
ingeniosa idea de rotar la figura para tratar de colocar los tres segmentos que
necesitamos, uno seguido de otro, para formar una poligonal y luego sumarlos.
Entonces, al unir con un segmento los dos puntos extremos y como el camino
mds corto entre ellos es este segmento de recta, se buscan entonces las condi-
ciones bajo las cuales la poligonal estd sobre tal recta. La demostracién la da
J. Hofmann en 1929, pero el método para resolverlo era ya conocido y deberia
ser atribuido al hingaro Tibor Gallai. Estudiemos entonces esta solucidn.

Consideremos un tridngulo ABC'y un punto P dentro de él; tracemos AP, BP
y C'P. Después giremos la figura alrededor de B un dngulo de 60°, en sentido
positivo.

B C

Tenemos varias cosas que sefialar. Si C’ es la imagen de A y P’ la imagen
de P, los tridngulos BPP' y BAC' son equildteros. Ademds, AP = P'C’ y
BP = P'B = P'P, por lo que, AP + BP +CP = P'C' + PP + CP. La
trayectoria CP + PP’ + P'C’ es minima cuando C, P, P’ y C’ son colineales.
Esta dltima condicién exige que ZC'P'B = 120° y /BPC = 120°; pero como
ZC'P'B = ZAPB, el punto P debe cumplir que ZAPB = ZBPC = 120° (y
entonces también ZCPA = 120°).

Una ventaja de esta solucidén es que proporciona otra caracterizacién del punto
de Fermat y otra forma de localizarlo. Si revisamos la demostracién podemos
resaltar que el punto P se encuentra en el segmento C'C’, donde C” es el tercer
vértice del tridngulo equilatero de lado AB, pero si en lugar de girar con centro
en B, se gira alrededor de C, se obtiene otro tridngulo equildtero AB'C'y se
puede concluir que P se encuentra sobre BB’. Luego, podemos encontrar P
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como la interseccién de BB’y CC".

La solucidn de Steiner. Cuando tratamos de resolver problemas de maximos
y minimos nos enfrentamos principalmente a tres preguntas, (i) jexiste una
solucién?, (ii) jes Unica la solucién? (iii) jqué propiedades caracterizan a la o
las soluciones? La solucién de Torricelli muestra que, de entre todos los puntos
del tridngulo, este punto particular P, desde el cual se ven los tres lados del
tridngulo con un dngulo de 120°, corresponde al menor valor de PA 4+ PB +
PC'. De esta forma responde a las tres preguntas que senalamos, haciéndolo
ademds de una manera elegante. Sin embargo, la solucién no da indicios de por
qué Torricelli elige tal punto; j Cudl fué su primer impulso para tomar ese punto?
Probablemente esta pregunta no se podrd responder. En lo que sigue veremos
una sucesiéon de ideas que nos llevan a descubrir por qué el punto de Fermat es
el éptimo, éstas son debidas al gedmetra suizo Jacob Steiner. Antes veamos los
siguientes dos lemas.

Lema 2.8.4 (Problema de Herén) Encontrar la trayectoria mds corta entre
dos puntos A y B que estan del mismo lado de una recta d, pasando por la
recta.

B

P

La distancia mas corta entre Ay B, pasando por la recta d, la podemos encontrar
de la siguiente manera. Reflejemos B sobre d para obtener un punto B’; el
segmento AB’ corta a d en un punto P* que hace que AP* + P*B sea el
minimo entre las cantidades AP + PB, con P en d.

» B
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Para convencernos basta observar que

AP*+ P*B = AP*+ P*B'= AB' < AP+ PB' = AP + PB.

Este punto cumple con el siguiente principio de reflexién: el angulo de incidencia
es igual al dangulo de reflexién. Desde luego, el punto con esta propiedad es el
minimo.

Lema 2.8.5 (Problema de Herdn con circunferencia) Encontrar la trayec-
toria mds corta entre dos puntos A y B que estdn fuera de una circunferencia
C, tocando a la circunferencia.

A

Veremos tnicamente un esbozo de la solucién.

Sea D un punto sobre C, entonces tenemos que el conjunto {P : PA+ PB =
DA+ DB} es una elipse Ep, con focos en los puntos Ay B, y que D pertenece
a Ep. En general, &, ={P : PA+ PB = d}, donde d es un nimero positivo,
es una elipse con focos en Ay B (si d > AB). M3s ain, estas elipses tienen la
propiedad de que £; es un subconjunto del interior de Ey siy sélo si d < d'.
Luego, queremos encontrar el punto ) en C tal que QA + QB sea minima. El
punto éptimo () pertenece a una elipse, precisamente a £q. Esta elipse £g no
intersecta a C en otro punto, de hecho, si C’ es otro punto en comiin de &g
y C, entonces todo punto C”, en el arco de circunferencia entre Q y C’ de C,
serd un punto interior de &g, luego C"A+ C"B < QA+ QB y Q no serd el
6ptimo, lo que es una contradiccién.

Luego, el punto () que minimiza AQ + QB debe pertenecer a la elipse £g que es
tangente a C en (). La recta tangente comiin a £g y C deberd ser perpendicular
al radio CQ), donde C es el centro de C vy, por el principio de reflexién de la
elipse (dngulo de incidencia es igual al dngulo de reflexidn), deberd suceder que
CQ es bisectriz interna del dangulo ZAQB y entonces /BQC = ZCQA.
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B

Ahora volvamos a la solucién de Steiner del problema de Fermat-Steiner. Un
punto P que hace que la suma PA + PB + PC sea minima puede ser uno de
los vértices A, B, C o un punto del tridngulo distinto a los vértices. En el primer
caso, si P es un vértice, entonces un término de la suma PA+ PB+ PC es cero
y los otros dos son las longitudes de los lados del tridngulo ABC' que tienen en
comun el vértice elegido. Luego, la suma serda minima cuando el vértice elegido
sea el opuesto al lado mayor del tridngulo.

Para analizar el segundo de los casos, Steiner sigue una idea, muy util en los
problemas de optimizacién y que podria caer en la estrategia de “divide y ven-
cerds’, que es mantener fijas algunas de las variables y optimizar las restantes.
Las condiciones resultantes en las variables no fijas iran restringuiendo el espacio
solucién hasta llegar al éptimo global. Concretamente procedia asi:

Supongamos que PA tiene una longitud fija, es decir, P pertenece a la circun-
ferencia de centro en A y radio PA. Ahora queremos encontrar el punto P que
hace que la suma PB+ PC' sea minima. Observemos que B tiene que estar fue-
ra de dicho circulo, de lo contrario PA > AB'y por la desigualdad del tridngulo
PB+ PC > BC, entonces PA+PB = PC > AB+ BC'. Por lo tanto, B seria
un mejor punto (en lugar de P). Andlogamente, C debe estar fuera del circulo.
Ahora bien, como By C' son puntos fuera de la circunferencia C = (A, PA),
el punto éptimo para minimizar PB + PC, con la condicién de que P sea un
punto sobre la circunferencia C es, por el lema 2.8.5, un punto () sobre C, de
forma tal que esta circunferencia sea tangente a la elipse con focos B y C' en
Q. Este punto () satisface la condicién de que los angulos AQB y CQA sean
iguales. Como los papeles de A, B y C puede intercambiarse, si ahora fijamos el
punto B (y PB), entonces el punto éptimo () satisface que los dngulos AQB
y BQC son iguales, y entonces ZAQB = /BQC = ZCQA = 120°. Por lo
tanto, @ tiene que ser el punto de Fermat. Todo lo anterior funciona en este
segundo caso para asegurar que () esta dentro del tridngulo ABC, si los angulos
del triangulo no son mayores que 120°.

El problema de Fagnano Este plantea encontrar, dentro de un tridngulo
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acutangulo, un tridngulo inscrito de perimetro minimo. Damos dos soluciones
clasicas, donde el reflejar sobre rectas juega un papel central. Una debida a H.
Schwarz y la otra a L. Fejér.

La solucion de Schwarz. El matemdtico aleman Hermann Schwarz dio la
siguiente solucién del problema basidndose en dos observaciones las cuales apa-
recen en los siguientes dos lemas. Estos lemas nos hacen ver que el tridngulo
inscrito de menor perimetro es el tridngulo formado con los pies de las alturas
del tridngulo, el cual se conoce como triangulo ortico.

Lema 2.8.6 Sea ABC' un triangulo. Sean D, E y F' los pies de las alturas
sobre BC, CA y AB, desde los vértices A, B y C, respectivamente. Entonces
los triangulos ABC, AEF, DBF y DEC son semejantes.

Demostracién. Basta ver que los primeros dos tridngulos son semejantes, ya
que las otras semejanzas se demuestran de manera andloga.

A

D

Como estos dos triangulos tienen en comin al dngulo en A, bastard ver que
/AEF = /ABC. Pero es claro que ZAEF + /FEC = 180° y como el
cuadrildtero BCEF es ciclico se tiene que ZABC 4+ ZFEC = 180°, por lo
tanto ZAEF = /ABC.

Lema 2.8.7 Con la notacion del lema anterior se tiene que, el reflejado de D
con respecto a AB es colineal a E y I, y el reflejado de D con respecto a C' A
es colineal con E y F'.

Demostracion. Es inmediata del lema anterior.
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C

Con estos elementos podemos ahora finalizar la solucién, propuesta por H.
Schwarz, al problema de Fagnano.

Demostraremos ahora que el tridngulo de perimetro minimo es el tridngulo
ortico. Denotemos a éste por DEF'y consideremos otro triangulo LM N inscrito
en ABC.

C

Reflejemos la figura completa sobre el lado BC, después el tridngulo resultante
lo reflejamos sobre C A, luego sobre AB, sobre BC'y finalmente en C'A.
Tenemos en total seis tridngulos congruentes y dentro de cada uno de ellos
tenemos su triangulo értico y el otro tridngulo inscrito LM N. El lado AB del
dltimo tridngulo es paralelo al lado AB del primero, ya que como resultado de la
primera reflexién, el lado AB se rota en sentido negativo un dngulo 2B, después
en sentido negativo un dngulo 2A, en la tercera reflexion queda invariante, en
la cuarta reflexién gira un angulo 2B en sentido positivo y en la quinta también
gira en sentido positivo un dngulo 2A. Luego, el dngulo total de rotacién del
segmento AB es cero.

El segmento F'F’ es igual a dos veces el perimetro del tridngulo értico, ya que
FF’ se compone de seis pedazos, donde cada lado del értico estd tomado dos
veces. También la linea quebrada NN’ es el doble del perimetro de LMN.



2.8 Problemas de optimizacién 111

Ademds, NN’ es una recta paralela a F'F’ y de la misma longitud, luego como
la longitud de la quebrada NN’ es mayor que la longitud del segmento NN’,
tenemos que el perimetro de DEF' es menor que el perimetro de LM N.

La solucion de Fejér. La solucién que da el matematico hdngaro L. Fejér se
basa también en reflexiones. Sea LM N un triangulo inscrito en ABC'. Tomemos
la reflexién L’ del punto L sobre el lado CA y L” la reflexién de L sobre el
lado AB, tracemos los segmentos M L'y NL", es claro que LM = ML’ y que
L"N = NL. Por lo que el perimetro de LM N satisface que,

LM+ MN+NL=L'"N+NM+ ML >L'L".

De lo anterior podemos asegurar que, si el punto L est3 fijo, los puntos M y N
que hacen minimo el perimetro LM N son las intersecciones de L'L"” con C' A
y AB, respectivamente. Ahora veamos cudl es la mejor opcién para el punto L.
Ya sabemos que el perimetro de LM N es L'L”, asi que el punto L deberd hacer
que esta cantidad sea minima. Es evidente que, AL = AL’ = AL" y que AC'y
AB son bisectrices de los dngulos LAL' y L” AL, respectivamente, por lo que
/L"AL = 2/BAC = 2q, el cual es un dngulo fijo.

A
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La ley de los cosenos aplicada al tridngulo AL” L' nos garantiza que

(L'L"? = (AL)? + (AL")? —2AL - AL cos 2a
2AL*(1 — cos 2a).

Asi, L'L" es minima cuando AL lo sea, es decir, cuando AL sea la altural®.
Un andlisis semejante desde los puntos B y C' nos lleva a que también BM vy
CN deberdn ser alturas. Luego, el triangulo LM N de perimetro minimo es el
tridngulo drtico.

Ejercicio 2.73 Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico convexo. Si O es la inter-
seccion de las diagonales AC y BD, y P, Q, R, S son los pies de las perpendi-
culares desde O sobre los lados AB, BC, CD, DA, respectivamente, muestre
que PQRS es el cuadrildtero de perimetro minimo inscrito en ABCD.

Ejercicio 2.74 Sea P un punto dentro del triangulo ABC. Sean D, E y F
los puntos de interseccion de AP, BP y C'P con los lados BC, CA y AB,

respectivamente. Determine P tal que el drea del tridngulo DEF sea maxima.

Ejercicio 2.75 (IMO, 1981) Sea P un punto dentro del tridngulo ABC'. Sean
D, E y F los pies de las perpendiculares desde P a los lados BC, CA y AB,
respectivamente. Encuentre el punto P que minimiza a % + g—g + %.

Ejercicio 2.76 Sean P, D, E y F, como en el ejercicio 2.75. jPara qué punto
P, la suma BD? + CE? + AF? es minima?

Ejercicio 2.77 Sean P, D, E y F como en el ejercicio 2.75. jPara qué punto
P, el producto PD - PE - PF es maximo?

Ejercicio 2.78 Sea P un punto dentro del tridngulo ABC. ;jPara qué punto
P, la suma PA? + PB? + PC? es minima?

Ejercicio 2.79 Para cada punto P del circuncirculo del tridngulo ABC, se
trazan las perpendiculares PM y PN a los lados AB y C A, respectivamente.
Determine en que punto P, la longitud M N es mdxima y cual es su longitud.

OHasta aqui bastaria para terminar la demostracién de Fejér al problema de Fagnano, ya
que si AL es alturay L'L"” cortaen E y F a los lados CA y AB, respectivamente, entonces
BE y CF son alturas. Veamos porqué. El tridngulo AL L’ es isésceles con ZL"AL' = 2/A,
luego, ZAL'L" = 90° — ZA y por simetria ZELA = 90° — ZA, por tanto ZCLE = ZA.
Luego, AELB es un cuadrildtero ciclico, por lo tanto/AEB = ZALB = 90°, lo que implica
que BF sea altura. Andlogamente, C'F es altura.
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Ejercicio 2.80 (Turquia, 2000) Sea ABC' un tridngulo acutangulo con cir-
cunradio R, las longitudes de las alturas AD, BE y CF son h,, hy y he,
respectivamente. Sean t,, t, y t. las longitudes de las tangentes desde A, B y
C, respectivamente, al circuncirculo de DEF'. Muestre que

t2 2 2 3
a4 by e <R
m+m+m*2

Ejercicio 2.81 Sean h,, hy, h. las longitudes de las alturas de un tridngulo
ABC' y pa, py, pe las distancias desde un punto P a los lados BC', CA, AB,
respectivamente, donde P es un punto dentro del triangulo ABC. Muestre que:

ha Py he
(@) 2+ 4+ >0
Pa Py Pc

(”) hahbhc > 27papbpc-
(iii) (ha — pa)(he — pb)(he — D) > 8papbPe.

Ejercicio 2.82 Si h es la longitud de la altura mds grande de un tridngulo
acutangulo entonces r + R < h.

Ejercicio 2.83 De los tridngulos que tienen una base comin y un mismo
perimetro, el isosceles es el que tiene mayor adrea.

Ejercicio 2.84 De todos los tridngulos con un perimetro dado, el tridngulo
equildtero es el que tiene mayor area.

Ejercicio 2.85 De todos los triangulos inscritos en un circulo dado, el tridngulo
equildtero es el que tiene mayor perimetro.

Ejercicio 2.86 Si P es un punto dentro del triagngulo ABC,l = PA, m = PB
yn = PC, muestre que

(Im +mn +nl)(l +m+n) > a®l + b*m + *n.
Ejercicio 2.87 (IMO, 1961) Sean a, b y c las longitudes de los lados de un
trigngulo ABC' y sea (ABC) su drea, muestre que

4V3(ABC) < a® + b* + 2.



114 Desigualdades Geométricas

Ejercicio 2.88 Sea (ABC) el drea del triangulo ABC' y sea F' el punto de
Fermat del triangulo. Muestre que

4V/3(ABC) < (AF + BF 4+ CF)~

Ejercicio 2.89 Sea P un punto dentro del tridgngulo ABC', muestre que

PA+ PB+ PC > 6r.

Ejercicio 2.90 (El area del triangulo pedal). Para un tridgngulo ABC' y un
punto P del plano, se define el “triangulo pedal” de P con respecto a ABC
como el tridngulo A1 B1C4, donde A1, By, C1 son los pies de las perpendiculares
desde P sobre BC, C'A, AB, respectivamente. Muestre que el drea del triangulo
A1 B1C1 satisface

(R? — OP?)(ABC)

(A1B1Ch) = iR :

donde O es el circuncentro y (ABC') es el drea del triangulo ABC'. Concluya
que el triangulo pedal de drea maxima es el tridngulo medial.



Capitulo 3

Problemas Recientes de
Desigualdades

Problema 3.1 (Bulgaria, 1995) Sean S4, Sy Sc las édreas de los heptago-
nos regulares A1A2A3A4A5A6A7, BlBQB3B4B5B6B7 Yy 01020304050607,
respectivamente. Suponga que A1 As; = By B3 = C1Cy, muestre que

1 Sp+ Sc
— —_— <2 -2
3 <=5 < V2

Problema 3.2 (Reptblicas Checa y Eslovaca, 1995) Sea ABC'D un tetraedro
con
/BAC+ ZCAD + Z/DAB = Z/ABC + ZCBD + ZDBA = 180°.

Muestre que CD > AB.

Problema 3.3 (Estonia, 1995) Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados de un
tridngulo y «, (3, v los dngulos opuestos a los lados, respectivamente. Muestre
que si el inradio del tridngulo es r, entonces

asena + bsen 3+ csenvy > 9r.
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Problema 3.4 (Francia, 1995) Tres circulos con el mismo radio tienen un punto
comdn. Si S es el area del conjunto de puntos que son interiores al menos a dos
circulos, jcémo deberan colocarse los circulos para que S sea minima?

Problema 3.5 (Alemania, 1995) Sea ABC un triangulo con D y E puntos
sobre BC'y C'A, respectivamente, de manera que DFE pasa por el incentro de
ABC. Si S = 4drea(CDE) y 7 es el inradio, muestre que S > 2r2.

Problema 3.6 (Irlanda, 1995) Sean A, X, D puntos sobre una recta con X
entre Ay D. Sea B un punto tal que ZABX = 120° y sea C un punto entre
By X. Muestre que 2AD > v/3(AB + BC + CD).

Problema 3.7 (Corea, 1995) Un niimero finito de puntos del plano, tienen la
propiedad de que cada tres de ellos forman un tridngulo de area menor o igual a
1. Muestre que todos los puntos estdn dentro o sobre los lados de un tridngulo
de drea menor o igual a 4.

Problema 3.8 (Polonia, 1995) Para un entero positivo n fijo, encuentre el
valor minimo de la suma

2 3 n
X X X
2 3
I e i R S
2 3 n
donde z1, x9, ..., T, son niumeros positivos que satisfacen que la suma de sus

reciprocos es n.

Problema 3.9 (IMO, 1995) Sea ABCDEF un hexdgono convexo con AB =
BC =CDy DE =FEF =FA, tal que ZBCD = /ZEFA = %.Sean Gy H
puntos en el interior del hexdgono tales que ZAGB = /DHEFE = %’r Muestre
que

AG+GB+GH+ DH + HE > CF.

Problema 3.10 (Balcdnica, 1996) Sean O el circuncentro y G el centroide de
un tridangulo ABC. Sean Ry r el circunradio y el inradio del tridngulo. Muestre

que OG < \/R(R — 2r).

Problema 3.11 (China, 1996) Supdngase que zp = 0, x; > 0 para i =
1,2,..,n,y >, x = 1. Muestre que

n
L
1<
_;\/1+$0+"'+1‘i—1\/xi+"'+1‘n

<

v |
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Problema 3.12 (Polonia, 1996) Seann > 2y ay, ag,...,an, € RT con Y7 | a; =
1. Muestre que para 1,2, ..., T, € RT con Z?:l x; = 1, se tiene

n—2 <~ az?
2) wiwj S ) T

i<j i=1

Problema 3.13 (Rumania, 1996) Sean i, x2, ..., Tn, Tyn41 NGmeros reales
positivos con x1 + xg + -+ + &, = Typ41. Muestre que

n n
Z V&i(Tnp1 — x5) < Z Tpt1(Tp1 — ;).
i=1 i=1

Problema 3.14 (San Petesburgo, 1996) Sean M la interseccién de las diago-
nales de un cuadrildtero ciclico, IV la interseccién de los segmentos que unen los
puntos medios de lados opuestos y O el circuncentro. Muestre que OM > ON.

Problema 3.15 (Austria-Polonia, 1996) Si w, x, y y z son nimeros reales que
satisfacen w + x4+ y+ 2 =0y w? + 2% + y? + 22 = 1. Muestre que

-1 <wr+zy+yz+ 2w <0

Problema 3.16 (Taiwan, 1997) Sean aj, ..., a, nimeros positivos, tales que

4i=119it1 o5 entero para toda i = 1,...,n, @y = an, Gnt1 = a1y n > 3. Muestre
1
que

anp +az2 ayp+az  az+ay ap-1+ a1
+ + +- 4 —
aj as as (279

2n < < 3n.

Problema 3.17 (Taiwan, 1997) Sea ABC' un tridngulo acutdngulo, con cir-
cuncentro O y circunradio R. Muestre que si AO corta al circuncirculo de OBC
en D, BO corta al circuncirculo de OC A en E'y CO corta al circuncirculo de
OAB en F, entonces OD - OFE - OF > 8R3.

Problema 3.18 (APMO, 1997) Sea ABC' un tridngulo. La bisectriz interna
del angulo A intersecta al segmento BC' en X y al circuncirculo en Y. Sea
lg = fl—i,(. Andlogamente, defina I, y I.. Muestre que

la lb lc > 3
sen?A  sen?B  sen2C —
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con igualdad si y sélo si el tridngulo es equildtero.

Problema 3.19 (IMO, 1997) Sean zy, ..., z,, nimeros reales con |z} + - - - + @y, |
=1lylz < ”T‘H para ¢ = 1,...,n. Muestre que existe una permutacién y, ...,
yn de z1, ..., x, tal que

n-+1
ly1 + 2y2 + -+ + nyy| < 5

Problema 3.20 (Reptblicas Checa y Eslovaca, 1998) Sean a, b, ¢ nimeros
reales positivos. Existe un tridngulo con lados de longitud a, b, ¢ si y sélo si
existen nimeros x, ¥y, z, tales que

z a
y,i_¢o
z Yy =z

Problema 3.21 (Hungria, 1998) Sea ABCDEF un hexdgono centralmente
simétrico y P, (), R puntos sobre los lados AB, C'D, EF, respectivamente.
Muestre que el area del tridngulo PQR es a lo mds un medio del area del
hexdgono.

Problema 3.22 (Irdn, 1998) Sean x1, z2, x3 y x4 nimeros reales positivos que
cumplen zi1xox3x4 = 1. Muestre que

T+ a3 +x3+Ty > maxqrr X2 +x3+T4,—+—+—+— 5.
I i) I3 Ty

Problema 3.23 (Irdn, 1998) Sean z, y, z ndmeros mayores que 1 y tales que
% + é + % = 2. Muestre que

Vitytz>vVr—1+y—1+vz—1

Problema 3.24 (Mediterrdnea, 1998) Sea ABC'D un cuadrado inscrito en una
circunferencia. Si M es un punto en el arco AB, muestre que

MC-MD > 3V3MA- MB.
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Problema 3.25 (Ndrdica, 1998) Sea P un punto dentro de un tridngulo
equildtero ABC' con lados de longitud a. Si las rectas AP, BP y CP in-
tersectan los lados BC, C Ay AB del tridngulo en L, M y N, respectivamente,
muestre que

PL+ PM + PN <a.

Problema 3.26 (Espaiia, 1998) Una recta que contiene al centroide G del
tridngulo ABC intersecta el lado AB en Py el lado CA en Q. Muestre que

PB QC _1
PA QA4

Problema 3.27 (Armenia, 1999) Sea O el centro del circuncirculo del tridngulo
acutdngulo ABC'. Las rectas CO, AO y BO intersectan, por segunda vez, al
circuncirculo de los tridngulos AOB, BOC'y AOC en C4, A1 y Bi, respecti-
vamente. Muestre que

AA; BBy CCy _ 9
+ =t >
OA, " OB, ' 0C; = 2

Problema 3.28 (Balcanica, 1999) Sea ABC' un tridngulo acutdngulo y sean
L, M, N los pies de las perpendiculares desde G, el centroide de ABC, a los
lados BC, C'A, AB, respectivamente. Muestre que

4 (LMN) 1
— < < —.
27 ~ (ABC) ~ 4

Problema 3.29 (Bielorusia, 1999) Sean a, b, ¢ nlimeros reales positivos tales
que a? 4 b? 4 ¢® = 3. Muestre que

1 n 1 n 1
1+ab 14+bc 1+4ca

3
> —.
-2

Problema 3.30 (Republicas Checa y Eslovaca, 1999) Para nimeros positivos
a, by ¢, muestre que

a n b n c -1
b+2c c¢+2a a+2b
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Problema 3.31 (Irlanda, 1999) Sean a, b, ¢, d nimeros reales positivos con
a+b+c+d=1. Muestre que
a? n v? n ? n d?
a+b b+c c+d d+a

1
> —.
-2

Problema 3.32 (ltalia, 1999) Sean D y E puntos sobre los lados AB y C'A
de un tridngulo ABC, respectivamente, de manera que DFE es paralela a BC
y DE es tangente al incirculo de ABC'. Muestre que

DE < AB+B8C’+C’A'

Problema 3.33 (Polonia, 1999) Sea D un punto sobre el lado BC' del tridngulo
ABC tal que AD > B(C'. Considere un punto E sobre el lado C'A de manera
que g—g = %. Muestre que AD > BE.

Problema 3.34 (Rumania, 1999) Sean a, b, ¢ niimeros reales positivos tales
que ab + be + ca < 3abc. Muestre que a + b+ ¢ < a® + b3 + 3.

Problema 3.35 (Rumania, 1999) Sean 1, z3, ..., ,, nimeros reales positivos
tales que 122 - - -z, = 1. Muestre que
1 1 1

+ 4+ — <1
n—14+x1 n—14x9 n—1+z,

Problema 3.36 (Rumania, 1999) Sea n > 2 un entero positivo y sean z7,
Y1, T2, Y2, ..., Ty, Yn NUMeros reales positivos tales que z1 + 9 + -+ -+, >
T1y1 + x2Y2 + - - + TpYn. Muestre que

Tr1 T2 Tn
z1+x2+ -4+, < —+ — 4+ —.
1 Y2 Yn

Problema 3.37 (Rusia, 1999) Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos con
abc = 1. Muestre que si a+b+c < %—l—%—i—% entonces a"+b"+c" < ain—l—bin—l—c%,
para todo n entero positivo.

Problema 3.38 (Rusia, 1999) Si {z} = = — [z] es la parte fraccionaria del
nimero x. Muestre que, para cada entero positivo 7,

n2

> {vif <

=1
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Problema 3.39 (Rusia, 1999) Los niimeros reales positivos x, y satisfacen
z? 4+ 3 > 2% + y*. Muestre que
3+ y3 <2.

Problema 3.40 (San Petesburgo, 1999) Sean z¢p > z; > --- > x, nimeros
reales. Muestre que
1 1 1

o + - tot——— >z, + 20
Ty — X1 €Tl — X2 Lp—1— Tn

Problema 3.41 (Turquia, 1999) Muestre que (a+3b)(b+4c)(c+2a) > 60abe,
para todos los niimeros reales que satisfacen 0 < a < b < c.

Problema 3.42 (Reino Unido, 1999) Tres nimeros reales no negativos a, by
c satisfacen a + b 4 ¢ = 1. Muestre que

7(ab + be + ca) < 2 + 9abe.

Problema 3.43 (E.U., 1999) Sea ABCD un cuadrildtero convexo. Muestre
que
|AB — CD|+ |AD — BC| > 2|AC — BD|.

Problema 3.44 (APMO, 1999) Sea {a,,} una sucesién de niimeros reales que
satisfacen, a;1; < a; + a;, para toda 4,5 = 1,2,.... Muestre que

a1+%+...+a_”2an, para toda n € N.
n

Problema 3.45 (IMO, 1999) Sea n > 2 un entero dado.
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(a) Determine la menor constante C para la cual se verifica la desigualdad

4

Z zixj (2 + x?) <C Z x;

1<i<j<n 1<i<n
para todos los niimeros reales no negativos x1, ..., Ty,.
(b) Para esta constante C' determine cuando ocurre la igualdad.

Problema 3.46 (Reptblicas Checa y Eslovaca, 2000) Muestre que para todos
los nimeros reales positivos a y b,

@@Wb)(;@.

Problema 3.47 (Corea, 2000) Los niimeros reales a, b, ¢, x, y, z satisfacen
a>b>c>0yx>y>z>0. Muestre que

a23:2 b2y2 0222

(by + cz)(bz + cy) * (cz + az)(cx + az) * (azx + by)(ay + bx)

3
> —.
— 4

Problema 3.48 (Mediterranea, 2000) Sean P, @, R, S los puntos medios de los
lados BC', C'D, DA, AB, respectivamente, del cuadriladtero convexo ABCD.
Muestre que

4(AP? + BQ? + CR? + DS?) < 5(AB” + BC? + CD* 4 DA?).

Problema 3.49 (Austria-Polonia, 2000) Sean x, y, z nimeros reales no nega-
tivos tales que x + y 4+ z = 1. Muestre que

2<(1-a2+ (1 -2+ (1 -222<Q+2)1+y)(1+2).

Problema 3.50 (IMO, 2000) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos con abc = 1.

Muestre que
1 1 1
(oot (1Y) (-1 D) 1
b c a
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Problema 3.51 (Balcdnica, 2001) Sea a, b, ¢ nlimeros reales positivos tales
que abc < a + b+ ¢ su suma. Muestre que

a2 + v+ 2 > V3abe.

Problema 3.52 (Brasil, 2001) Muestre que (a+b)(a+c) > 24/abc(a + b+ c)
para todos los niimeros reales positivos a, b, c.

Problema 3.53 (Polonia, 2001) Muestre que la desigualdad

n n
i—1 i=1

se tiene para cada entero n > 2 y para todos los niimeros reales no negativos
L1, L2y «ovy Ty

Problema 3.54 (Austria-Polonia, 2001) Muestre que

a+b b4+c c+a B+ +
+ + —
c a b abc

2 < <3,

donde a, b, ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo.

Problema 3.55 (IMO, 2001) Muestre que para cualesquiera nimeros reales
positivos a, b y ¢ se cumple

a . b n c 51
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 + 8ab

Problema 3.56 (Lista corta IMO, 2001) Muestre que para todos los niimeros
reales x1, z9, ..., Tp,

L1 n L2 4 + Tn
L+a22 1422 +a2 1+a22+- +

5 < Vn.
xn

Problema 3.57 (Austria, 2002) Sean a, b, ¢ nimeros reales tales que existen
a, B, v € {—1,1}, con aa + Bb + yc¢ = 0. Determine el valor positivo mas
a3+b3+c3)2

abc

pequeio de (
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Problema 3.58 (Balcanica, 2002) Muestre que

2 n 2 n 2 > 27
bla+b) cb+c) alc+a) ~ (a+b+c)?

para cualesquiera nimeros reales positivos a, b, c.

Problema 3.59 (Canad4, 2002) Muestre que para cualesquiera nimeros reales

positivos a, b, ¢,
a® b 3
—+—+—=>a+b+g
bc  ca ab

y determine cuando ocurre la igualdad.

Problema 3.60 (Irlanda, 2002) Muestre que para cualesquiera niimeros reales
positivos x, y, z menores que 1, se tiene que

x Y . 3YTYz
l—-2 1—-y 11—z 1— yryz

Problema 3.61 (Rioplatense, 2002) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos.

Muestre que
a +1 b +1 c +1 -1
b+c 2 c+a 2 a+b 2) 7

Problema 3.62 (Rioplatense, 2002) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos.
Muestre que

a+b b+4+c cHa 9 1
+ + > +=+

1 1
c? a? 2 “a+b+c a b '

+
&

Problema 3.63 (Rusia, 2002) Muestre que \/z + /Yy + /z > xy + yz + 2z,
para nimeros reales positivos x, y, z tales que x +y + z = 3.

Problema 3.64 (APMO, 2002) Los niimeros reales positivos a, b, ¢ satisfacen
é + % + % = 1. Muestre que

\/a—l—bc—i—\/b—i—ca—l—\/c—l-abz\/abc—i-\/a—l-\/g—l-\/a



Problemas Recientes de Desigualdades 125

Problema 3.65 (Irlanda, 2003) Las longitudes a, b, ¢ de los lados de un
tridngulo cumplen que a + b + ¢ = 2. Muestre que

1
1§ab+bc—|—ca—abc§1+2—7.

Problema 3.66 (Rumania, 2003) Muestre que en cualquier tridngulo ABC' la
siguiente desigualdad es verdadera

1 1 N 1 <¢§

+ —_— 1
mpMe MMy MgMyp S
donde S es el drea del tridngulo y mg, myp, m. son las longitudes de las media-
nas.
Problema 3.67 (Rumania, 2003) Sean q, b, ¢, d nimeros reales positivos con

abed = 1. Muestre que

14+4ab 14bc 1+cd 1—|—da>
14+a 140 14+¢ 1+d —

Problema 3.68 (Rumania, 2003) En un tridngulo ABC, sean I, Iy, l. las
longitudes de las bisectrices, y sea s el semiperimetro. Muestre que

lo +1p+ 1. < V3s.

Problema 3.69 (Rusia, 2003) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos con
a+ b+ ¢ = 1. Muestre que
1 1 1 2 2 2

> .
1—a+1—b+1—c*1+a+1—|—b+1+c

Problema 3.70 (APMO, 2003) Muestre que

1
n

2
(w+wﬁ+@wmwiuw+wﬁ<1+5n



126 Problemas Recientes de Desigualdades

donde n > 1 es un enteroy a, b, c son las longitudes de los lados de un tridngulo
con perimetro uno.

Problema 3.71 (IMO, 2003) Dada n > 2 y ndmeros reales 1 < x5 < --- <
Zn, Mmuestre que

2
2 9 2
Zm —ail | <307 1)2(:@—%) ,
Z?] Zh]
donde la igualdad se da si y sélo si z1, x9, ... , , forman una progresién

aritmética.

Problema 3.72 (Lista corta Iberoamericana, 2004) Si los niimeros positivos
1, To,..., T satisfacen que x1 + x2 + ... + x,, = 1, muestre que
I i) In TL2

+ + -+ > =
:Cg(.?;‘l + 29 + ZC3) £C3($2 + 23 + ZC4) :Cl(.l‘n + 21+ :CQ)

3

Problema 3.73 (Repdblicas Checa y Eslovaca, 2004) Sea P(x) = az?+bx +c
un polinomio cuadratico con coeficientes reales no negativos. Muestre que, para
cualquier nimero positivo x,

P(z)P <1> > (P(1))*.

T

Problema 3.74 (Croacia, 2004) Muestre que la desigualdad
2 . b2 . 2
b+c)b+a) (c+a)(c+b)

(a+0b)(a+c)

3
Z —_

4
es valida para todos los niimeros reales positivos a, b, c.

Problema 3.75 (Estonia, 2004) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos tales que
a® + b% + ¢ = 3. Muestre que

1 1 1
>1
1—1—2ab+1—|—2bc+1+20a*
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Problema 3.76 (Irdn, 2004) Sean z, y, z nimeros reales para los cuales
xyz = —1. Muestre que

2 2 2
€T T
S,
Yy T

2 2 2
z z
LA
z X

eyt 2t 3y +2) > + s

z

Problema 3.77 (Corea, 2004) Sean R y r el circunradio y el inradio del
tridngulo acutdngulo ABC', respectivamente. Suponga que ZA es el angulo
mayor del tridngulo. Sea M el punto medio de BC' y sea X la interseccién de
las tangentes al circuncirculo de ABC en B y C'. Muestre que

r _ AM

— >
R~ AX

Problema 3.78 (Moldovia, 2004) Muestre que para cualesquiera nimeros
reales a, b, ¢ > 0, la siguiente desigualdad se cumple

a® 4+ 0%+ & > a®>Vbe + b /ca + AVab.

Problema 3.79 (Ucrania, 2004) Sean z, y, z nimeros reales positivos tales
que z +y + z = 1. Muestre que

Vzy+z+Vyz+z+vze+y > 14+ xy + Jyz + V2.

Problema 3.80 (Ucrania, 2004) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos tales
que abc > 1. Muestre que

a® + b+ > ab+ be + ca.

Problema 3.81 (Rumania, 2004) Encuentre todos los nimeros reales positivos
a, b, ¢ que satisfacen las desigualdades

dlab+be+ca) —1>a? + b+ > 3(a® +b° + &2).
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Problema 3.82 (Rumania, 2004) Los nimeros reales a, b, ¢ satisfacen a® +
b? + ¢ = 3. Muestre que

la| + |b] + |c| — abe < 4.

Problema 3.83 (Rumania, 2004) Considere el triangulo ABC'y sea O un punto
interior de ABC'. Las rectas OA, OB, OC intersectan los lados del triangulo en
Aq, By, (1, respectivamente. Sean Ry, Ro, R3 los radios de los circuncirculos
de los tridngulos OBC', OCA, OAB, respectivamente, y sea R el radio del
circuncirculo del tridngulo ABC'. Muestre que

OA, n 0B, 0C;

R R Ri> R.
a4, T EE T oo, B2

Problema 3.84 (Rumania, 2004) Sea n > 2 un niimero entero y sean ay, ag,
..., @y nUmeros reales. Muestre que para cualquier subconjunto no vacio S de
{1,2,...,n}, la siguiente desigualdad se cumple

2
<Zal> < Z (ai + - +aj)*

ieS 1<i<j<n

Problema 3.85 (APMO, 2004) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos. Muestre
que
(a® +2)(b* +2)(c* 4+ 2) > 9(ab + be + ca).

Problema 3.86 (Lista corta IMO, 2004) Sean a, by ¢ nimeros reales positivos
tales que ab + bc 4 ca = 1. Muestre que

o 1 V3
3\/abc—|—6(a—|—b—|—c) e

Problema 3.87 (IMO, 2004) Sea n > 3 un ndmero entero. Sean t1, ta, ...,
t, numeros reales positivos tales que

> 11 1
P+ 1>ttt Fty) ([ —+— 4+ — ).
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Muestre que t;, t;, 5 son las longitudes de los lados de un tridngulo, para todo
1, J, k,con1 <i<j<k<n.

Problema 3.88 (Japdn, 2005) Sean a, b y ¢ niimeros reales positivos, tales
que a + b+ ¢ = 1. Muestre que

a/1+b—c+bd/T+c—a+avl+a—b<1.

Problema 3.89 (Rusia, 2005) Sean z1, 9, ..., xg ndmeros reales tales que
:1:%—1—:1:%—1—---—1—3:% =6yxi+a2+---+x5 =0. Muestre que x1x3--- x5 < %

Problema 3.90 (Reino Unido, 2005) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos.
Muestre que

G by 2>( TN (.

b ¢ a) =\ Nab 7))

Problema 3.91 (APMO, 2005) Sean a, b y ¢ niimeros reales positivos tales
que abc = 8. Muestre que
a? b2 c?

V(I +a3)(1+b3) * VI +63)(1+c3) * V(I + )1+ a?)

4
> —.
-3

Problema 3.92 (IMO, 2005) Sean z, y, z ndmeros reales positivos tales que
xyz > 1. Muestre que

:1:5_:1:2 y5_y2 P

>0
x5+y2+z2+y5+22+:1:2+z5+x2+y2 -

5 2

Problema 3.93 (Balcanes, 2006) Sean a, b, c nimeros reales positivos, muestre

que
1 1 1 3

> .
b+ Ther D) T daxD) © 1+ abe

Problema 3.94 (Estonia, 2006) Sea O el circuncentro de un tridngulo acutangu-
lo ABC y sea A, B’ y C' los circuncentros de los tridngulos BCO, CAO vy
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ABO, respectivamente. Muestre que el drea del tridngulo ABC' es menor o
igual que el drea del tridngulo A’B'C’.

Problema 3.95 (Lituania, 2006) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos, muestre
que

1 n 1 n 1 <1 1+1+1
a?4+bc b2 4+ca c24+ab” 2\ab bec ca)’

Problema 3.96 (Turquia, 2006) Sean a1, as, ..., a, ndmeros reales positivos
tales que
ay+ag+-Fa,=a2 +as 4+ +a2 = A
Muestre que
a; _ (n—1)2%A

o= A1
iz 4 -

Problema 3.97 (Iberoamericana, 2006) Considere n nimeros reales aj, as,
.., an, No necesariamente distintos. Sea d la diferencia entre el maximo y el

minimo valor de los nimeros y sea s = >, _.|a; — a;|. Muestre que

n2d

—1d<s< —.
(n—1)d<s< 1

Determine las condiciones en los n niimeros para que se cumpla la igualdad.

Problema 3.98 (IMO, 2006) Determine el minimo ndmero real M tal que la
desigualdad

!ab(a2 — 1) + be(b? — ) + ca(c® — a2)| < M(a® +b* + %),
se cumpla, para cualesquiera nimeros reales a, b, c.

Problema 3.99 (Bulgaria, 2007) Encuentre todos los enteros positivos 7 tal
que si a, b, ¢ son nimeros reales no negativos con a + b + ¢ = 3, entonces

abe(a™ +b" + ") < 3.
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Problema 3.100 (Bulgaria, 2007) Si a, b, ¢ son nimeros reales positivos,
muestre que

(a+1)(b+1)> (b+1)(c+1)? (c+1)(a+1)?

4 + >a+b+c+3.
3v/c2a2 + 1 3va2b? + 1 3vVb2c2 + 1

Problema 3.101 (China, 2007) Si a, b, ¢ son las longitudes de los lados de un
tridngulo con a 4+ b+ ¢ = 3, encuentre el minimo de

4ab
a2+b2+c2+%.

Problema 3.102 (Grecia, 2007) Si a, b, ¢ son las longitudes de los lados de
un tridngulo, muestre que
(a+b—c)* (b+c—a)* (c+a—0b)
bb+c—a) clc+a—>b) ala+b—c)

> ab+ bc + ca.

Problema 3.103 (Irdn, 2007) Si a, b, ¢ son tres ndmeros reales positivos,

muestre que
a+b b+c c+a
+ + >

a—b b—c c—a

Problema 3.104 (Mediterranea, 2007) Sean z, y, z nimeros reales tales que
xy + yz + zx = 1. Muestre que zz < % iEs posible mejorar la cota de %?

Problema 3.105 (Mediterranea, 2007) Sea = > 1 un ndmero real positivo que
no sea un entero. Muestre que

() ) (rrll (o) )0

[x] x + {x} {z} x + [z] 2’

donde [z] y {x} representan la parte entera y la parte fraccionaria de z, respec-
tivamente.

Problema 3.106 (Perd, 2007) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos tales que
a+b+c> %—I—%—i—%. Muestre que
3 2

a+b+c> ——m 4+ —.
a+b+c abe
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Problema 3.107 (Rumania, 2007) Sean a, b, ¢ nlimeros reales positivos tales
que

1 1 1
> 1.
a+b+1+b+c+1+c—|—a+1 -
Muestre que
a+b+c>ab+ bc+ ca.

Problema 3.108 (Rumania, 2007) Sea ABC un tridngulo acutdngulo con
AB = AC. Para todo punto P en el interior del tridngulo ABC', considere la
circunferencia con centro en Ay radio AP; sean M y N las intersecciones de los
lados AB y AC con la circunferencia, respectivamente. Determine la posicién
de P de tal forma que la suma M N + BP + CP sea minima.

Problema 3.109 (Rumania, 2007) Los puntos M, N, P en los lados BC, C' A,
AB del tridngulo ABC', respectivamente, son tales que el tridngulo MNP es
acutdngulo. Sea z la longitud de la altura menor del tridngulo ABC' y X la
longitud de la altura mayor del tridngulo M N P. Muestre que = < 2X.

Problema 3.110 (APMO, 2007) Sean z, y, z nimeros reales positivos tales
que \/x + /y + /z = 1. Muestre que

x2+yz y2—|—z:1: 22+a:y >
V212(y+2) 2Rz +x) 222z +y) '

Problema 3.111 (Bdltica, 2008) Si los niimeros reales positivos a, b, ¢ satis-
facen que a? + b + ¢ = 3, muestre que
a? b? c? (a+b+c)?
5+ 5 T 5 = :
24b+c* 2+c+a* 2+4a+bd 12

iBajo que circunstancias se tiene la igualdad?

Problema 3.112 (Canadd, 2008) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos tales
que a + b+ ¢ = 1. Muestre que

a—bc+b—ca+c—ab<3
a+bc b+ca cH+ab” 2
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Problema 3.113 (Irdn, 2008) Encuentre el menor nimero real K tal que, para
cualesquiera nimeros reales positivos z, y, z, se cumple la siguiente desigualdad

e+ yvVz + v < K/ (z +y)(y + 2)(z + z).

Problema 3.114 (Irlanda, 2008) Si los niimeros reales positivos a, b, ¢, d
satisfacen que a® + b? + c? + d? = 1. Muestre que

a’b?cd + ab*c?d + abcPd? + a?bed? + a?bctd + ab’ed? < 3%

Problema 3.115 (Irlanda, 2008) Sean z, y, z nimeros reales positivos, tales
que zyz > 1. Muestre que:

(@) 2T<(14+z+y)*+(14+y+2)2+1+z+2)%

) T+z+y)?+(1+y+2)2+1+2+2)2 <3 +y+2)>%

La igualdad es ciertasiysélosiz =y =2z = 1.

Problema 3.116 (Rumania, 2008) Si a, b, ¢ son niimeros reales positivos, tales
que ab + bc + ca = 3, muestre que

1 1 1 1
<
1+ a?(b+c) * 1+b%(c+a) + 1+c2(a+b) —

abe’

Problema 3.117 (Rumania, 2008) Determine el maximo valor para el nimero

real k si
1

k) >
(a+b+c) <a+b+b+c+c+a k) 2k,

para cualesquiera nimeros reales a, b, ¢ > 0, que cumplen ademds que a+b+c =
ab + be + ca.

Problema 3.118 (Serbia, 2008) Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos tales que
a+ b+ ¢ = 1. Muestre que

4
a2+b2+62+3abc>§.
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Problema 3.119 (Vietnam, 2008) Sean z, y, z nimeros reales distintos y
no-negativos. Muestre que

L S B 4
(z—y)? (W—2? (-2 zytyz+zz

i Cudndo se da la igualdad?

Problema 3.120 (IMO, 2008) (i) Si x, y, z son tres nimeros reales distintos
a 1y tales que zyz = 1. Muestre que

2 2 2
* L : > 1.

@-12  G-12  eo1E”

(ii) Muestre que la igualdad es cierta para un nimero infinito de nimeros
racionales z, y, z.




Capitulo 4

Soluciones a los Ejercicios y
Problemas

En este capitulo presentamos las soluciones o sugerencias de los ejercicios y pro-
blemas que aparecen en este libro. En las secciones 1 y 2 damos las soluciones a
los ejercicios de los capitulos 1y 2, respectivamente. En la seccién 3 las solucio-
nes a los problemas del capitulo 3. Le recomendamos al lector que no consulte
este capitulo sin antes haber intentado resolver los ejercicios y problemas él
mismo.

4.1. Soluciones a los ejercicios del capitulo 1

Soluciéon 1.1 Se sigue de la definicién de a < b y la propiedad 1.1.1 para el
ndmero a — b.

Solucién 1.2 (i) Sia < 0, entonces —a > 0. Use también que (—a)(—b) = ab.
(77) (—a)b > 0. (ii1) a < b< b—a > 0, use ahora la propiedad 1.1.2. (iv) Use
la propiedad 1.1.2. (v) Si a < 0, entonces —a > 0. (vi) al =1 > 0. (vii) Si
a < 0, entonces —a > 0. (viii) Use (vi) y la propiedad 1.1.3. (ix) Muestre que
ac < be 'y que be < bd. (x) Use la propiedad 1.1.3 cona—1>0y a > 0. (xi)
Use la propiedad 1.1.3 con1 —a >0y a > 0.

Solucién 1.3 (i) a? < ¥* < V> —a? = (b+a)(b—a) > 0. (i) Si b > 0,
entonces 7 > 0, ahora use el ejemplo 1.1.4 (ii).
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Soluciéon 1.4 Para (i), (i) y (iii) use la definicidn, y para (iv) y (v) recuerde
2

que |a|® = a2.
Solucion 1.5 (i) z < |z| y —x < |z|. (ii) Considere |a| = |a—b+b| y
|b| = |b — a + a| y aplique la desigualdad del tridngulo. (iii) (22 + zy+y?)(z —
y) = 2% =y’ (iv) (2% — 2y +y°)(z +y) = 2° +°.

Solucién 1.6 Si a, b o ¢ son cero, tenemos la igualdad. Entonces, suponga que
la] > |b] > |c| > 0, ya que la desigualdad es simétrica en a, b y c. Dividiendo
entre |al, la desigualdad es equivalente a

b

a

bl |b
1+ +\5\—‘1+——‘—+5 > 0.
a a a

a

c b ¢
—(1+—‘+‘1+—+—
a a a

Como ‘g‘ <ly !%! < 1, se tiene que |1+2| = 1+3 y |1+§‘ =1+:.
Entonces, es suficiente probar que

b

a

b ¢
__l’__
a a

b ¢ b ¢
—(1+—-4+-)+1+—-+-
a a a a

Ahora, use la desigualdad del tridangulo y el ejercicio 1.5.

C
o[-
a

> 0.

Solucién 1.7 (i) Use que 0 <b<1y1l+a >0, para ver que

h—
0<bl+a)<l+a = 0<b-a<l-ab = 0<; “bgL
—a
(7i) La desigualdad de la izquierda es clara. Como 1+ a < 1 + b, se tiene que
1

1
45 < T34 ahora vea que,

a+b<a+b_a+b<1
1+b 14a 14a 14a 14a— "

(i74) Para la desigualdad izquierda use que ab® —ba? = ab(b—a) es producto de
nimeros reales no negativos. Para la desigualdad derecha note que, b <1 =
b> <b —b < —b? ahora termine asf,

ab® — ba® < ab® — b%a’® :bQ(a—aQ) <a-—a’=

Solucién 1.8 Muestre, més generalmente, que z < V2 = 1 + HLI >\2y
que:z:>\/§:>1+p+$<\/§.

Solucién 1.9 az +by > ay + bx < (a — b)(x —y) > 0.
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Solucién 1.10 Suponga que z > y. Luego, utilice el ejercicio anterior con v 2,
[2 L L
Y=, VU y Nz

Solucién 1.11 Observe que

(a—b)(c—d)+(a—c)(b—d)+(d—a)(b—c) = 2(a—b)(c—d) = 2(a—b)*> > 0.

Soluciéon 1.12 Se sigue de

fla,e,b,d) — f(a,b,e,d) = (a—c)? —(a—b)2+(b—d)?—(c—d)?
= (b—c)2a—b—c)+ (b—c)(b+c—2d)
= 2(b—c)(a—d)

f(a,b,e,d) — f(a,b,d,c) (b—c)? = (b—d)?+(d—a)*—(c—a)?
= (d—¢c)(2b—c— )-l—(d—c)(c—i—d—Qa)

2(d—c)(b—a) >

Solucnon 1.13 Para que las expresiones estén bien definidas es necesario que
x> —3 ya: = (0. Multiplique el numerador y el denominador por (1 +v1+ 23;) .
Reahce simplificaciones, para obtener 2v/2x 4+ 1 < 7; ahora resuelva para x.

Solucién 1.14 Como 4n? < 4n? +n < 4n? + 4n + 1, se tiene que, 2n <
V4n? +n < 2n + 1. Luego, su parte entera es 2n y lo que hay que mostrar es
entonces vV4n2 +n < 2n + i, que es inmediato al tomar cuadrados.

Solucién 1.15 Como (a3 —b3)(a? —b?) > 0, se tiene que a® +b° > a?b?(a+b),
luego

ab ab abc? _ c

< = = .
a’+ b 4+ab = a?b?(a+b)+ab  a?b?c*(a+b)+abc®?  a+b+ec

Por lo que,

< be a
Analogamente, Fic e = atbrc Y c5+a5-|—ca = a+b+c

ab n be n ca < c . a n b
a’+b+ab W+ +be AS+adP+ca a+b+c at+b+c at+btec

i

c a b _ cta+b __
pero, a+b+c + a+b+c + at+b+c T a+btc L.

Solucién 1.16 Considere p(z) = ax? +bx + ¢, por hipétesis p(1) = a+b+cy

_ : . —b
p(—1) = a—b+c son no negativos. Como a > 0, el minimo de p se logra en 3
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_ 12 . , .
y su valor es % < 0. Si x1, 2 son las raices, se tiene que g = —(x1 + x2)

y £ = 2129, por lo que ZEHE = (1 — 29)(1 — m9), &2 = (1 + 21)(1 + 22)
y &€ =1—x1x9. Observe que, (1 —z1)(1 —22) >0, (1 +21)(1+22) >0y

a
1 —x129 > 0, garantizan que —1 < z1,29 < 1.

Solucién 1.17 Si las tres desigualdades ocurren, debe suceder que a, by ¢ son
menores que 1, y que a(1—b)b(1—c)c(1—a) > ;. Por otro lado, para 0 < z < 1
siempre sucede que z(1 — z) < %, se tiene que a(1 — b)b(1 — ¢)c(1 — a) < 6%1.
Soluciéon 1.18 Use la desigualdad MG — MA cona=1, b=x.

Solucién 1.19 Use la desigualdad MG — M A, cona=zy b= %

Solucién 1.20 Use la desigualdad MG — M A, con a = 2% y b = 3.

Solucién 1.21 En el ejercicio anterior sume 2 4 y? de ambos lados.

Solucién 1.22 Use la desigualdad MG — M A con a = ”%ry b= IT“/ y use
también la MG — M A, para x y y. O bien, reduzca al ejercicio 1.20.

Solucién 1.23 Use la desigualdad MG — M A, con ax y %

Solucién 1.24 Use la desigualdad MG — M A, con 7 y

Qo

2
Solucién 1.25 GT*”_\/@_ = (‘[_2‘/5) = 2(\(;‘;’\)/25)2, simplifique y acote usando
0<b<a.

Solucién 1.26 = +y > 2,/zy.
Solucién 1.27 22 + y? > 2xy.
Solucién 1.28 zy + zx > 2z, /yz.
Solucién 1.29 Vea el gjercicio 1.27.

Solucién 1.30 %—1—

Solucion 1.31 &Y 4 Y2 > 2, /22 — 9y,

Solucién 1.32 ZHW*2) > 4 /2070
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Solucién 1.33 z* +¢* +8 =z +y* + 4 +4 > 4/219416 = 8xy.

Solucién 1.34 (a+b+c+d) >4Vabed, (2 +1+14+ 1) >4y L

Solucién 1.35 ¢ + 24 ¢ d > ypfabed

Solucién 1.37 -+ 2+ -+ 32 an\b/%:n
Solucién 1.38 o — 1 > n(a’% _a"T‘l) o (a-1) (a4 +1) >
na's (a—1) ¢ Lt

Solucién 1.39 1= (142) (2 (L) > /avby/c = Vabe.

Solucién 1.40 Aplicando la desigualdad MG — M A, se tiene, % + % +bc >

3¢/ % . % -bc = 3ab. Andlogamente, % + %j +ca > 3bcy %j + % +ab > 3ca.
Por lo que, 2(% + % + %) + (ab + be + ca) > 3(ab + be + ca).

Segunda Solucién. También se puede resolver aplicando el ejercicio 1.107.
Solucion 1.41 Si abc = 0, el resultado es claro. Si abc > 0, se tiene que
ab  bc ca 1 b ¢ c a a b
CrZr (a4 F) oS+ re (542
c a b 2 c b a c b a

1
5(2a +2b + 2¢)

v

y el resultado se sigue.

Solucién 1.42 Aplique la desigualdad M G — M A dos veces, a?b+b%c+c?a >
3abe, ab?® + bc? + ca® > 3abe.

. s 14ab __ abctab __ 1+c
Solucion 1.43 0 = 78 = ab <1+a)-

1+ab+1+bc+1+ca_ b 1+c¢ b 1+a n 1+0b
14+a 146  1+c¢ “\1+a ANT1xp) "\ 15¢

> 31/ (abc)® = 3.
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Solucién 1.44 (L + =+ CJ%I) (a+b+c) > %, es equivalente a mostrar
que

1 1 1
+ + (a+b+b+c+c+a)>9,
a+b b+c cH+a

lo cual se sigue del ejercicio 1.36. Para la otra desigualdad use - —|— > =
Vea el ejercicio 1.22.

+b

Solucién 1.45 Note que,
n+H, (A+)+0+3+-+0+3)

n

n n
Ahora aplique la desigualdad MG — M A.

Solucién 1.46 Defina, y; = ﬁ = g, = i -1 = % Ahora, obser-
ve que y1 + ... +y, = 1 implica que 1 —y; = > ., y;, luego, >, y; >

1

(n=1) (Te) "y

1

oy O(Zaw) =0T (Mew) ™
HfCi:H<1 }yz>: i 1:[; . 21;[%7& -

i i Yi

Solucién 1.47 Defina api1 =1 — (a1 + -+ an) y oz = 1;;” para i =

1,...,n + 1. Aplique directamente el ejercicio 1.46.

Solucién 1.48 "

211+a =1= 37", 175 =n— 1. Observe que

;‘/a— n_lz\/_ iz_:l—l—az\/_ Zl—l—az\/_
BT 5 W DT G )

(14 aj)ya; = 1+ a;)(1 + aj)\/ai\/a;
1 1 2+a;+a;
Como 1 > Tra; + THa, — 1+ai+aj+(]lia]" tenemos que a;a; > 1. Por lo tanto,

los términos de la dltima suma son positivos.

2 2
Solucién 1.49 Sean S, =371 | .~y Sp =31 %
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luego S, = S, = S. Se tiene entonces,

n n n
0g a?—l—b?zl (@i + b;) :Zaiv
i—1 ai+bi 2 el (Ii-i-bi im1

de donde la desigualdad se sigue después de usar el ejercicio 1.21.

Solucién 1.50 Como la desigualdad es homogénea® se puede suponer, sin

pérdida de generalidad, que abc = 1. Haciendo z = a3, y = b® y 2z = ¢, la
desigualdad es equivalente a,
1 1 1
+ + <1
r+y+1 y+24+1 z4+z+1
SeanA=x+y+1, B=y+z+1yC=2z+x+1, luego
1 1 1

Tt tasSle@-DB-HC-1)-(A+B+C)+120

S4+y)y+2)(z+z)—2@+y+2)>2
e (z+y+2)(vy+yz+2ze—2) >3,

Ahora, use que
T+y+z
3
Segunda Solucién. Use las ideas de la solucién del gjercicio 1.15. Inicie de que
(a® — b*)(a — b) > 0 para garantizar que a® + b3 + abc > ab(a + b + ¢), luego
1 < c
ad+ b3 +abe ~ abc(a+b+c)

> (z2y)5 y WE(%M%-

Solucién 1.51 Note que abc < (%b*c)3 =4,

7
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+1)(=4+1)(=-+1 l+=+-+-F+—=+—+—+—
a b c a b ¢ ab bc ca abc

v
—_
+
+

'Una funcién f(a,b,...) es homogénea si para t € R se tiene que f(ta,th,...) =
tf(a,b,...). Luego, una desigualdad de la forma f(a,b,...) > 0, para el caso de una fun-
cién homogénea es equivalente a f(ta,tb,...) > 0 para cualquier ¢t > 0.
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Solucién 1.52 La desigualdad es equivalente a (2£¢) (&) (&£€) > 8. Use
ahora, la desigualdad MG — M A para cada término del producto, y la desigual-
dad se resuelve inmediatamente.

Solucién 1.53 Note que,

a N b N c C(a+1)(d+1)(c+1) -2
(a+D)b+1)  (b+1)(c+1) (c+Da+1)  (a+1)(b+1)(c+1)
2 3

_ > =
(a+1)(b+1)(c+1) — 4’

que es equivalente a (a + 1)(b+ 1)(c + 1) > 8, y esta dltima desigualdad es

inmediata de la desigualdad (251) (%31) (<52) > Vavby/e=1.

Solucién 1.54 Vea que es similar al ejercicio 1.52.

Solucién 1.55 Aplique la desigualdad entre la media aritmética y la media
armdnica para obtener

2ab 2 a+b
1 1 — :
CL+b E—’_E 2

Puede concluir también que si la igualdad se alcanza entonces a = b = c.

Solucién 1.56 Utilice primero que (a + b)? > 4ab, luego tome en cuenta que

D) e

Ahora, use el ejercicio 1.36, para mostrar que

a,—l—b

n n 1

b)Y ———— >0
3" (@i + by) ; T

i=1

Solucion 1.57 Por la desigualdad MG — M A, se tiene que zy +yz > 2y\/x2.
Sumando desigualdades similares se obtiene 2(zy+yz+zx) > 2(x\/yz+y/zx+
z,/zy). Nuevamente, por MG — M A, se tiene que 24?4yt +22 > dx\/yz.
Sumando los resultados similares, una vez mds, se llega a que =2 + 3% + 22 >
Yz + y/zx + z\/_ Ahora, sumando ambas desigualdades, se obtiene el

resultado (”“Z > XYz + Y/ 2x + 2,/TY
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Solucién 1.58 La desigualdad MG — M A lleva a que 2* +y* > 222y?. Usando
MG — M A nuevamente se tiene que 2z:2y>+22 > \/8zyz. O bien, directamente

se tiene que
2 2 4,44
x4+y4+%+%24\4/xyz = V8ryz.

Solucion 1.59 Por MG — M A, se tiene

¥ >9 4

R e/ ey

La dltima desigualdad se deduce de \/7 > 2, yaque (x —2)? > 0.

Segunda Solucién. Sean a = x—1, b = y—1, que son nimeros positivos enton-

ces la desigualdad que se quiere demostrar es equivalente a (‘H;l) + (b+1) > 8.
Ahora bien, por MG — M A, tenemos que (a+1)? > 4ay (b+1)? > 4. Luego,
% + @ >4 (% + g) > 8. La dltima desigualdad es consecuencia del
ejercicio 1.24.

Solucién 1.60 Observe que (a,b,c)y (a?,b%,c?) se ordenan de la misma forma,
use la desigualdad (1.2).

Solucién 1.61 Por el ejercicio anterior

ad 4+ b+ & > a’b + bPe + Aa.

Observe que (1,4,1)y (a%, b%,c%) se ordenan de la misma forma. Entonces,
usando la desigualdad (1.2), se obtiene
(ab)? + (be)? + (ca)® = % 4 bi?) 4 Ci?)
S 1 1 11 1. il
- b2 b
B b
- z*a*z

= a’b+bc+ Fa.
Sumando las dos desigualdades, se obtiene el resultado.

Solucién 1.62 Use la desigualdad (1.2) con (ai,az,a3) = (bi,ba,b3) =
(%7 g>§) Yy (allva/%aé) = (gv gv %)
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Soluciéon 1.63 Use la desigualdad (1.2) con (ai,az,a3) = (b1,b2,b3) =
(1 11 11 1)

o 5oe) Y (anahah) = (3.5 5)
Solucién 1.64 Suponga que a < b < ¢, y considere (a1,as,a3) = (a,b,c).
Use la desigualdad del reacomodo (1.2) dos veces con (a},al,as) = (b,c,a) y
(c,a,b), respectivamente. Desde luego, se estd utilizando

(b, b, bg) = ( 1 1 1 > '

b+c—a'c+a—-ba+b—c

Solucién 1.65 Utilice la misma idea que en el ejercicio anterior, pero con n
variables.
S

. L . _ a
Solucién 1.66 Use el ejercicio anterior y el hecho que o = 1+ 55

Soluciéon 1.67 Aplique el ejercicio 1.65 a la sucesién aq, ..., ay, a1, ..., an.
Solucién 1.68 Aplique el ejemplo 1.4.11.

Solucién 1.69 Note que 1 = (a? + b+ c?) +2(ab+bc+ca), y use el ejercicio

anterior como sigue
1 _atbte  [a24+02+¢
33 - 3

por lo tanto, 1 < a® + b% + ¢%. Luego, 2(ab+ bc + ca) < 2, y el resultado es
evidente.

Segunda Solucién. La desigualdad es equivalente a 3(ab+bc+ca) < (a+b+c)?
pero ésta se reduce a ab + be + ca < a® + b% + 2.

Solucién 1.70 Sea G = Yxize- -, la media geométrica de los nimeros

dados y (a1, as,...,an) = (%7 LR ,“%771“)
Utilice el corolario 1.4.2, se tiene que
ay | a an—1 @ G G G G
n< —4+—4-+—+—=—+—+-+—+—,
a2 ag Qnp, ai T2 €3 Tn x1
luego,
n
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También, por el corolario 1.4.2,

a a2 G, €1 €2 T,
n<—+—+---+ =—+ =+ 4+ =,

an a1 Ap_1 G G G

entonces ot i
x :L‘ PEEEY x
G S 1 2 n.
n

Las igualdades ocurren si y sélo si a3 = ag = --- = ay, es decir, si y sélo si
Tl =Ty = "= Tp.

Soluciéon 1.71 La desigualdad es equivalente a

_1 _1 71 al .. an al o oe. an al oo an
at P ay a2 + o —
ay az Qan

la cual se verifica usando la desigualdad del reacomodo varias veces.

Solucién 1.72 Primero note que 3 ' | —f= ="' ) \/% =3 VI—ai.
Por la desigualdad MG — M A se obtiene

IoR
nz’:l 1—ai_

v
Q
S|
(]
3
—_
I
S

izl(l—ai) n—l'

Mas alin, la desigualdad de Cauchy-Schwarz sirve para mostrar que

n
Z 1—a; <
i—1

n n

S-a)Wn=vam-1 y S va<vn

i=1 =1

Solucién 1.73 (i) vda+1 < 484l — 24 + 1. (ii) Use la desigualdad de
Cauchy-Schwarz con u = (V4a + 1,v/4b+1,\/4c+ 1) y v = (1,1,1).

Solucién 1.74 Suponga que a > b > ¢ > d (los otros casos son andlogos).
Entonces,siA=b+c+d, B=a+c+d, C=a+b+dyD=a+b+c, se
tiene que % > % > % > %. Aplique la desigualdad de Tchebyshev dos veces

para mostrar que
3 b3

CERERRANI S
A8

ol

> _ S e N B
> @+ ) (55t

Ql %%
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1,9 9. o, 1 1 1 1
> _ _ —_ _
716(a + b5+ +d)(a+b+c+d) itTstetp
by s o o (A+B+CH+D\ /1 1 1 1
_16(a + 0" 4 ¢+ d*) 3 Ttgtetn)

Ahora, use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para ver que
4+ +E+d?>ab+be+ced+da=1
y use la desigualdad (A+ B+ C+D)(5+ 5+ &+ 3) > 16.

Solucién 1.75 Use la desigualdad del reacomodo con

2
_ (/e 8l afc A AN,
(a1,a2,a3) = <\/;7 \/; \/Z) , (b1,b2,b3) = (b) ; 2 <a>
y permutacién (a,aj,ay) = <€/§, i\*/g, {’/%) para obtener

a_ boc sfa s/t /e
b ¢ a Vbe ca ab’

Finalmente use que abc = 1.

Segunda Solucién. Aplique la desigualdad entre MG — M A de la siguiente

manera:
1/a a b slaab  3/a® 3
— — — — > —_—— = —_— = 3: .
3(b+b+c>_ boe = Vo= Va'=a

Andlogamente, £ (2 +2+£) > by L (£+<+ %) > c. Ahora sume las tres

desigualdades.

Solucién 1.76 Por hipétesis, para toda k, se tiene que s — 2z, > 0. Por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz
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Pero 0 < > 7, (s — 2x) = ns — 2s, por lo que

n

2
T
s—2x, — n—2
k=1

Solucién 1.77 La funcién f(z) = (z + %)2 es convexa en R,

Solucién 1.78 La funcién f(a,b,c) = jrig + a+2+1 + ot (1—a)(1 -

b)(1 — ¢) es convexa en cada una de las variables, luego su mdximo se alcanza
en los extremos.

Solucion 1.79 Si x = 0, entonces la desigualdad se reduce a 1 + \/11? < 2,
que es verdadera ya que y > 0. Por simetria, la desigualdad es cierta para y = 0.
Suponga ahora que 0 < z <1y 0 <y <1 Seawu >0y wv >0 tales que

u v

r=e "yy=e", entonces la desigualdad se convierte en
1 1 2
V1+e 2 " V14 e 2 = V1 _|_e—(u+v);
esto es,
)+ 50 <f<u;v>v
donde f(x) = ﬁ Como f"(z) = % la funcién es céncava en

el intervalo [0, 00). Por lo tanto, la desigualdad anterior es verdadera.
Solucién 1.80 Encuentre f”(z).

Soluciéon 1.81 Utilice log(sen ) o bien

AtB A-B\ (A+B A-B
2 2 T 2 )

sen Asen B = sen (

Solucion 1.82 (i) Si 1+nx < 0, la desigualdad es evidente ya que (14+xz)" > 0.

Suponga que (14+nz) > 0. Aplique MG—M A alos nimeros (1,1,...,1,14nx)

con (n — 1) unos.

(i1) Sean aq, ..., a, nimeros positivos y defina, para cada j = 1,...n, 0; =

ai+...+a; /
j

Y
. Aplique la desigualdad de Bernoulli para mostrar que ( % )

0j—1

v

j=2i- —(j — 1), lo que implica

Oj—1

: ; . 04 . i—1, . . j—1
ol >0, (Jg.jl - (- U) = 0351005 = (G = Doj1) = ajo5 7.
.
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Luego, 07 > anoj"| = anln-10, 5 > -+ > Anln_1--- a1

Solucién 1.83 Six >y > z, se tiene que 2" (x —y)(x —2) > y"(z —y)(y — 2)
yz"(z—z)(z —y) >0.

Solucién 1.84 Note que z(z—2)?+y(y—2)*>—(z—2)(y—2)(x+y—=2) > 0siy
sélosi z(x—2z)(z—y)+y(y—z)(y—x)+2z(x—2)(y—=z) > 0. La desigualdad ahora
se sigue de la desigualdad de Schiir. O bien, la dltima expresidn es simétrica en
x, Yy z, por lo que se puede suponer x > z > y, ahora regrese a la desigualdad
original, donde claramente

z(z—2)+yly—2° 20> (x—2)(y—2)(z+y—2)

Solucién 1.85 La desigualdad es homogénea, por lo que se puede suponer que
a+ b+ c = 1. Ahora los sumandos de la izquierda son de la forma ﬁ
y la funcién f(z) = ﬁ es convexa, ya que f”(z) = % > 0. Por la

desigualdad de Jensen, +(1j)b)2 Tz 2 3f (etbte) =3f () = (%)2

Solucién 1.86 Como (a + b+ ¢)? > 3(ab + bc + ca), se puede deducir que

1+ m >1+ W. Entonces, la desigualdad serd verdadera si
9 6
1+

> .
(a+b+c¢)? ~ (a+b+c)

2
Pero esta dltima desigualdad se sigue de que (1 — ﬁ) > 0.

Ahora bien, si abc = 1, considere x = % Yy = % y 2z = %;
mente que xyz = 1. Luego, la desigualdad es equivalente a
3 6
+ >
Ty +yz+zr  T+y-+=z

se sigue inmediata-

que es la primera parte del ejercicio.

Solucién 1.87 Utilice la convexidad de la funcién f(z) = 2", parar > 1
(su segunda derivada es 7(r — 1)2"~2). Primero suponga que r > s > 0. La
desigualdad de Jensen para funciones convexas f(z) = zs aplicada a z7, ...,
x; dice que

w4 -+ wax! > (Wi 4+ waxd)s

y tomando la %—ésima potencia de ambos lados de la desigualdad se obtiene la
desigualdad deseada.
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Ahora, suponga que 0 > r > s. Entonces f(z) = Ts es céncava, es decir,
la desigualdad de Jensen es vélida en el otro sentido. Sin embargo, si toma la
potencia %—ésima la desigualdad se invierte nuevamente.

. r
Finalmente, en el caso r > 0 > s, f(x) = x5 es nuevamente convexa, y
tomando la %—ésima potencia en ambos lados de la desigualdad, ésta se preserva.

Solucién 1.88 (i) Aplique la desigualdad de Holder a los nimeros zf, ..., x¢,
y§, ..., yp cona’ =% and b = g

(7i) Para probar esto siga la demostracién del ejemplo 1.5.9. Lo dnico que tiene
que probar ademas es que x;y;2; < éxf + %yf + %zf pero esto se sigue de la
parte (i) del mismo ejemplo.

Solucién 1.89 Por la simetria de las variable en la desigualdad se puede suponer
que a < b < c. Se tienen dos casos, (i) b < “HEE y (47) b > e,
Caso (i) b < b+e.

: +b+ + i bt bt
Se tiene que 5 < 45 < ¢, y luego es cierto que ¢ < 5E < e

Entonces, existen A, € [0, 1] tales que

c+a

b b b
=X+ (1=X) <%) and % = pc+(1—p) <%) .

Sumando estas igualdades, se obtiene que

b+2 b b—2
% = (A p)et+(2=A—p) <$> = (2=\—p) <u> +92¢.

Luego,

a+b—2c
— = (2-)X- L —
5 ( u)< 3

Por lo tanto, 2 — (A 4 u) = % y (A p) = %
Ahora bien, como f es una funcién convexa, se tiene que

1) = ju@-+so)
1(55) = we+a-mr ()

N —

: 3
f(c-|2-61> < )\f(c)-l-(l_)‘)f(%b—'_c)
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entonces, sumando estas desigualdades se obtiene que

f(““’)w(b“)w(”“) < L@+ 1o+ 1)

2 2 2 2
+3f a+b+c
2 3
Caso (i7) b > %b*c.
Es andlogo al caso (i), utilizando el hecho que a < 4f¢ < atbte y ¢ < adb <

a+b+c
—3

Solucién 1.90 Si alguna de las variables a, b o ¢ es cero, la desigualdad
es evidente. Aplicando la desigualdad de Popoviciu's, al ejercicio anterior, y
utilizando la funcién f : R — R definida por f(z) = exp(2z), que es convexa
ya que f"(x) = 4exp(2x) > 0, se obtiene que

2(a:+y—|-z))>
T E—

>2[exp(x 4+ y) +exp(y + 2) + exp(z + x)] =
=2[exp(x) exp(y) + exp(y) exp(z) + exp(z) exp(x)] .

exp(2z) + exp(2y)+ exp(22) + 3exp(

Definiendo a = exp(x), b = exp(y), ¢ = exp(z), se puede reescribir la desigual-
dad anterior como

a® + b + & +3Va2b2c2 > 2(ab + be + ca).
Para la segunda parte aplique la desigualdad AM — GM de la siguiente forma
2abc + 1 = abc + abe + 1 > 3V a2b2c2.

Solucién 1.91 Aplicando la desigualdad de Popoviciu a la funcién convexa

f(x) =z + L se obtiene la desigualdad, %—l—%—l—%—i—ﬁ > ﬁ—i—c_%a—l—ai%.

Ahora, multiplique ambos lados de la desigualdad por (a 4 b+ ¢) para terminar
la demostracion.

Solucién 1.92 Observe que por la ecuacién (1.8), se obtiene

1 1 1
w2y’ 427 = fallyl = [yllel = |ellz] = Szl = [)® + 5yl = 12D+ 5 (1] = 2])®

lo cual es claramente mayor o igual a cero. Por lo tanto,

ey +yz + 2x| < [allyl + [yllz] + |2l|z] < 2® +y* + 2%
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Segunda Solucién. Aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz con (z,y,z) y
(y,2,2).

Solucién 1.93 La desigualdad es equivalente a tener ab+bc+ca < a®+b*+¢c2,
la cual se sabe que es verdadera. Vea el ejercicio 1.27.
Solucion 1.94 Observe que, si a+ b+ ¢ = 0, entonces se sigue de la ecuacién
(1.7) que a®+b> + ¢® = 3abe. Como (z—y) + (y —2) + (2 —x) = 0, se obtiene
la factorizacién

(=9’ + =2+ (-2’ =3@—y(y—2)(z—2)
Soluciéon 1.95 Suponga, sin pérdida de generalidad, que a > b > ¢. Entonces,
necesita demostrar que

—a* 4+ 0% + ¢ + 3abe > 0.

Como
—a® + b 4 ¢ + 3abe = (—a)® + 0> + & — 3(—a)be,

factorice, la dltima expresion, como
1 2 2 2
5(—a—|—b—|—c)((a—|—b) +(a+¢)*+ (b—c)).
La conclusién se sigue de la desigualdad del tridngulo, b+ ¢ > a.

Solucién 1.96 Sea p = |(z — y)(y — 2)(z — x)|. Utilizando la desigualdad
MG — M A del lado derecho de la identidad (1.8), se tiene que

$2+y2+z2—xy—yz—zng€/]§. (4.1)
Ahora bien, como |z —y| < z+vy, l[y—z| <y+z, |z —z| < 2+, se tiene que
2w ty+z)2lr—yl+ly—z+]z—al (4.2)
Aplicando nuevamente la desigualdad MG — M A, se obtiene que
2 +y+2z)>3Yp,

y el resultado se sigue de las desigualdades (4.1) y (4.2).
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Solucién 1.97 Utilice la identidad (1.7), factorice, la condicién a2 + y3 + 23 —
3zyz =1, y se obtiene

(x4+y+2)(@®+y*+2° —zy—yz—2z) = 1. (4.3)

Sean A = 22 +y?+ 22y B = x+y+2. Observe que B2 — A = 2(zxy+yz+zx).
Por la identidad (1.8), se tiene que B > 0. La ecuacién 4.3 se transforma en

B?— A
p(a T2

luego 3A = B? + %. Como B > 0, aplique la desigualdad MG — M A, para
obtener

2 1 1
3A=B*+ = =B+ —+4+—>3,
+ B + B + B =
es decir, A > 1. El minimo A = 1 se alcanza, por ejemplo, con (x,y,z) =

(1,0,0).
Solucién 1.98 Por la desigualdad (1.11), se tiene que

1 1 4 16 _ (1+1+2+4)? 64
—t+ 4= = .
a b ¢ d a+b+c+d a+b+c+d

Solucién 1.99 Utilice la desigualdad (1.11) dos veces para obtener

4 4 2 212 (a+b)*\2 4
4 4 @ b (a* 4+ b%) (—==) (a+0b)
A =TTz 2 8

Solucién 1.100 Escriba el lado izquierdo como

V2P (VD (V2P

T4y Y+ z z+x

y use la desigualdad (1.11).

Solucién 1.101 Escriba el lado izquierdo como

2132 y2 22

- -
ary +bzxr  ayz+bry azx 4+ byz

y ahora aplicando la desigualdad (1.11), se tiene

2 2 2 2
x N y N z > (x+y+2) > 3 |
ary +bzx = ayz+bry azzx+byz ~ (a+b)(zy+zx+yz)  a+b




4.1 Soluciones a los ejercicios del capitulo 1 153

donde la dltima desigualdad se sigue de la ecuacién (1.8).

Solucién 1.102 Escriba el lado izquierdo como

a? b2 c? b2 2 a?

a+b+b+c+c—|—a+a+b+b+c+c+a'

luego use la desigualdad (1.11).

Solucién 1.103 (i) Escriba el lado izquierdo como

.1‘2 y2 22

+ +
22+ 2xy + 322 Y2+ 2yz+ 3wy 22+ 222+ 3yz

y use la desigualdad (1.11) para obtener

x N y N z S (z+y+2)?
r+2y+32 y+22+3x z+20+3y ~ 22 +y?2+22+5(xy+ 2z +y2)

Ahora, sélo falta probar la desigualdad

(z+y+2)?
22+ y? + 22 + 5(xy + 2z + yz)

1
> 5
-2

pero ésta es equivalente a 22 + y? + 22 > xy + 2z + yz.
(73) Como en la parte (i), escriba el lado izquierdo como
w? 22 y? 52
- - -
zw~+ 2yw + 3zw Yy +2xz+ 3xw  yz+2yw+3ry 2w+ 22z + 3yz

entonces, use la desigualdad (1.11) para obtener
w T Yy z
+ + + >
r+2y+3z2 y+224+3w z4+2w+3xr w+2x+4+ 3y
(w+z+y+2)>
~ A wx +xy +yz+ 2w+ wy + x2)

Luego, la desigualdad que tiene que probar es

(w+z+y+ 2)>
d(we + 2y +yz + 2w + wy + x2)

2
> o
-3
que es equivalente a 3(w? + 2% + y% + 2%) > 2(wz + 2y +yz + 2w + wy + x2).
Pero ésta se deduce de la desigualdad MG — M A aplicada seis veces en la
forma x2 + y? > 2xy.
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Solucién 1.104 Use la desigualdad (1.11) para obtener

1,2 y2 2’2

Cr9Ete)  Grawte)  Graety

S (z+y+2)?
T 2?24y 4+ 224+ 3(wy +yz + 2x)
También, la desigualdad

(z+y+2)?
22 + Y2 + 22 + 3(xy + yz + 27)

3
> =
!

es equivalente a
a:2+y2+22 > xy +yz + 2x.

Solucién 1.105 Escriba el lado izquierdo como
a® b? c? d?

ab+o) bexrd) ddta) Tdatb)

y use la desigualdad (1.11) para obtener
a? b? c? d? (a+b+c+d)?

+ + + >
alb+c) blc+d) c(d+a) dla+b) ~ alb+2c+d)+blc+d)+db+c)
Observe, por otro lado, que

(a+b+c+d)?
(ac + bd) + (ab + ac + ad + be + bd + cd)

a? + b + 2 + d% + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2¢d
(ac + bd) + (ab + ac + ad + bc + bd + cd)

Demostrar que la dltima expresidon es mayor que 2, es equivalente a demostrar
que a®+c? > 2acy b? +d? > 2bd, las cuales son inmediatas por la desigualdad
MG — MA.

Solucién 1.106 Escriba el lado izquierdo como
a® b2 c? d? e?
ab—kac+ bc+bd+ cd + ce * de+ad+ ae + be

y use la desigualdad (1.11) para obtener

a? b? c? d? e? (a+b+c+d+e)?
+ + + + > .
ab+ac bc+bd cd+ce de+ad  ae+ be > ab
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Como
(a+b+c+d+e)’=> a’+2) ab,

22a2—|—42a1)252ab,
2> a® > ab.

La dltima desigualdad se sigue de > a® > 3" ab.

muestre que

lo cual es equivalente a

Solucién 1.107 (i) Use la desigualdad de Tchebyshev con los nimeros (a >
b>c)y (% > 2> i) para tener que
Yy z

2

1<a3 b 63> T+
s|l—+t=—+—]2=
3\ Y z

[N

c

+% a+b+ec
3 1

w ||

entonces, por la desigualdad (1.11), se tiene que

2 2 2 2

a b c a+b+c

@ ¥ P atbro?

x Y z rT+y+=z

Por lo tanto,

ad ¥ A (a+b+e)? a+b+e
—+—+—2= : .
T Y z rT+y+z 3

(77) Por el ejercicio 1.88, se tiene que
3 3 B\ 3
<%+§+%> (1+1+1)%(x+y+z)% >Za+b+e

Elevando al cubo ambos lados de la desigualdad y dividiendo ambos lados por
3(z + y + z) se obtiene el resultado.

Solucién 1.108 Use la desigualdad dtil (1.11) y obtendra que

2 2 2 2
i+t x T

1 = 1 44 —n
Tyt + Ty T1+cc g T+t Tp

St dan)?  mttan
“n(r1+ -+ ) n ’

Luego, es suficiente probar que

(u) S
n
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Como k = méx {z1,...,zp} > min {z1,...,2,} = t, se tiene que an >n
y como W > 1, ya que todos los x; son enteros positivos, es suficiente
probar que

T4+ x, "
(#) > 21T,
n

que es equivalente a la desigualdad MG — M A.
Como todas las desigualdades intermedias que se han usado son desigualdades

vélidas cuando x1 = - - - = x,, se concluye que esto sucede en este caso.
Solucién 1.109 Con la sustitucién a = % b=y c= 2%, se puede reescribir
la desigualdad como,
ad . b3 . c3 <1
a+2 B+2 A+27 7

con la condicién extra que, abc = 1.
Para probar esta tltima desigualdad se puede usar la condicién extra como sigue

3 b3 3 3 b3 3

a c a c
a3+2+b3+2+c3+2 a3+2abc+b3+2abc+c3+2abc
B a2 . b2 .\ 2
a?+2bc b2 +2ca 2+ 2ab

(a+0b+c)? B
a2 + b2 + 2 + 2bc + 2ca + 2ab

Y la desigualdad anterior se deduce de la desigualdad (1.11).

Solucién 1.110 Con la sustitucién z = %, y = £, 2 = € la desigualdad toma
b Y a g

c7
la forma
a b c 3

> —.
b+c+c+a+a+b*2

Y esta Ultima desigualdad es la desigualdad de Nesbitt, ejemplo 1.4.8.

ucio . se la sustitucion z1 = &, 2o =8B .z, = &. Como
Solucién 1.111 Use | tit 1 Zf 9 Z; n=C
n
1+$1_1|_$1$2 = Ha_g}ra_?a_g = o FaTa; Y andlogamente para los otros sumandos
a al] a

del lado izquierdo de la desigualdad. Por lo que se tiene que la desigualdad es
ahora equivalente a

ap a2 Qn,

+ 4+t > 1.
a1 + as +as as +as+ ay an + a1+ ag
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Pero esta desigualdad es ahora evidente. Unicamente observe que para toda
1=1,...,n se cumple que

aj + Q41 + Q2 < a1+ a2+ -0+ ap.

Solucién 1.112 Con la sustitucién x = % y = % y z = %, la condicién
ab+ bc+ ca = abe, se transforma en z +y + z = 1 y la desigualdad original es
equivalente a

4 4 4 4 4 4
=+ y Y+ z ZF 4
vy g e RS

Por la desigualdad de Tchebyshev, se garantiza que

zt 4yt - 2y +y
2 - 2 2 7

por lo que,

x4+y4 y4+z4 z4+:1:4>:1:+y+y+z z+x
4y’ Y3+ B4 T 2 2 2

Solucion 1.113 La desigualdad de la izquierda se sigue de aplicar la desigualdad
(1.11). Para la desigualdad de la derecha, la sustitucién, z = %, y=%,2= %b

nos permite reescribir la desigualdad como

/yz—l—za:—l—a:y<x+y+z
3 - 3 ’

Elevando al cuadrado ambos lados y se obtiene que 3(zy + yz + zz) < (z +
y + 2)2, la cual es vélida si y sélo si (zy + yz + zz) < 22 + y% + 22, pero esta
desigualdad es ya conocida.

Solucién 1.114 Note que
a—2+b—2+c—2<0 o 3_3 1 n 1 + 1 <0
a+1 b+1 c+17— a+1 b+1 c+1/)

s 1< 1 + ! + !
“a+1 b+1 c+1°
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2z _ 2y 2z

Utilizando la sustitucién, a = R b= =, c = =%, se obtiene

L LS S
a+1l b+1 e+l 241 By Z4

y ,_z ¢
2r+y  2y+z 2242
Y2 52 22
- + 7T 2
2ey +y?  2yz 422 2zz+x
S (z+y+2)>
T 2xy +y? + 2yz + 22 + 222 + 22

=1.

Para la unica desigualdad que aparece en este cdlculo, se aplicé la desigualdad
(1.11).

Solucién 1.115 Observe que

2
[5,0,0] = 6((15 +0° + ) > Z(aPbe + bPca + Pab) = [3,1,1],

N

donde se usé el teorema de Muirhead.

Solucién 1.116 Utilizando la férmula de Herdn para el drea de un tridngulo,
podemos reescribir la desigualdad como sigue

a2—|—b2—|—02>4\/§\/(a+b+0) (a+b—c)(a+c—=b)(b+c—a)
- 2 2 2 2 ’

Pero, ésta es equivalente a

(@® +0*+¢*)? > 3[((a+0)* =) — (b—a)’)]
= 3(2¢%a® + 2¢%0% 4 2a%% — (a* + b1 + ),

es decir, a® + b* 4+ ¢* > a?b? 4+ b*>c® + 2a?, que en términos del teorema de
Muirhead es equivalente a probar que [4,0,0] > [2,2,0].
Segunda Solucién. Utilizando la sustitucién

r=a+b—c y=a—-b+c, z=—-a+b+c,

obtenemos que x +y + 2z = a+ b+ ¢; entonces, utilizando la férmula de Herén,
tenemos

x 2 a c)?
4(ABC’)=\/(a+b+c)(:1:yz)§\/(a—i—b—i—c)( +g7+ )3:( 4_313/%_ ) .
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Ahora, sélo se tiene que probar que (a + b+ ¢)? < 3(a® + b* + ¢?). Aplicando,
el teorema de Muirhead, se deduce esta desigualdad, ya que [1,1,0] < [2,0,0].

Solucién 1.117 Note que,

a b c 9
@th)ato T or0b+a)  ctra(ctb) S datbro

8(ab + be + ca)(a+b+c) <9(a+0b)(b+c)(c+a)

24abe + 8 (a’b+ab®) <9 (a’b+ ab?) + 18abe

6abe < a?b + ab® + b%c + bc® + 2a + ca®

rr i1

1,1,1] <[2,1,0]

Solucién 1.118 La desigualdad es equivalente a

a® + b +c* > ab(a+b—c)+be(b+c—a)+calc+a—b).
Definaz=a+b—c, y=0b+c—a, z=a+ c— b, para obtener a = %QLZ
b= %ﬂl c= y”;z. Entonces, la desigualdad que se tiene que probar es

L@+ 2 4 (2+2)?) 2 (o) (a+2)a+(a+y) 2y o2) (5+2)2),

8

que es equivalente a

]

3(2Py+ytrtyt ety e tat) > 2(atyryt ety et 22y +2te et ) 6y 2

0
22y + P + %2 + 22y + 22x + 222 > 6y

y aplicando el teorema de Muirhead se obtiene el resultado cuando z, y, z son
no-negativos. Si uno de ellos es negativo (y no puede ser mds de uno al mismo
tiempo), se tiene que

2 (y+ 2) + (@ + 2) + 22 (x + y) = 2%2¢ + y*2a + 2726 > 0
pero 6zyz es negativo, lo cual concluye la prueba.

Solucién 1.119 Observe que

3 b3 3
- + + >a+b+te
b2—bc+c?2  c2—cat+a?  a?—ab+02
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que es equivalente a la desigualdad

a®(b+ c) N b*(c+a) c(a+b)

> b ,
b3+ 3 3 +ad ad + b3 Z2atbte

que a su vez es equivalente a
a®(b+c)(a®+c) (a3 +%) 4+ (c4a) (P 4-c) (a® +03) +c3 (a+b) (aP4-c) (P 4-c?) >

(a+0b+c)(a®+b3) (b3 + 3)( + ).

Se puede reescribir esta Gltima desigualdad en términos del teorema de Muirhead
como

9,1,0] 4 [6,4,0] 4 [6,3,1] + [4,3,3] > <%100)<6 3,0]+%[3,3,3]>

= [7,3,0] +[6,4,0] +[6,3,1] + [4, 3, 3]
< [9,1,0] > [7,3,0]

lo cual es evidente utilizando Muirhead.

Solucién 1.120 Suponga que a < b < ¢, luego

1 1 1
< <

1+0)(14+¢) ~ 14e)(1+a) = (1+a)(1+b)

Use Tchebyshev para ver que

a’ b3 3

(+0)(+0 Ota(+o (A+ra(i+d =

1 1 1
> 3@ +5°+¢) ((1+b)(1+c) T (1—|—a)(1+b)> =

1 3+(a+b+c)
_g(a?’—l—bg+03)(1+a)(1+b)(1+c).

Finalmente, usegque HaP+b2+c3) > (athte)d atbie > 1y (14a)(1+b)(1+
c) < (22HE) para ver que

1,5 5 s 34+(a+b+o) a+b+c)’ 6 6
- b > > —
3(a * +C)(1+a)(1+b)(1+c)* 3 (14 athte)s = 8
a+§+c L
Para la dltima desigualdad, observe que W > 5.
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Segunda Soluciéon. Multiplicando por el denominador comiin y desarrollando
ambos lados, la desigualdad deseada es equivalente a

a(a® + 0+t a3+ E) > 3(1+a+b+c+ab+ be+ ca + abe).

Como 4(a* +b*+c* + a3+ b2 +¢3) = 4(3[4,0,0]+3[3,0,0]) y 3(1+a+b+c+
ab+bc+ ca+ abc) = 3([0,0, 0]+ 3[1,0,0]+ 3[1,1,0] + [1,1,1]), la desigualdad
es equivalente a

4[4,0,0] + 4[3,0,0] > [0,0,0] + 3[1,0,0] + 3[1,1,0] + [1,1,1].
Ahora, observemos que

444
3'3'3

ol

[4,0,0] > [ ] = asbics =1=0,0,0),
donde tenemos que abc = 1. También
1 1
3[4,0,0] > 3[2,1,1] = 3§(a21)c + b*ca + c*ab) = 3§(a +b+¢)=3[1,0,0]

4
3

+ ¢

ol

4
asb

Q
ol

ol
_|_
S

441 1
3[3,0,0]23[5,5,5] = 3-(a3bsc:

= 3§(ab + bc+ ca) = 3[1,0,0].
Finalmente, [3,0,0] > [1,1,1]. Sumando estas desigualdades, obtenemos la
desigualdad deseada.

4.2. Soluciones a los ejercicios del capitulo 2

Solucién 2.1 (i) Trace un segmento BC de longitud a, con centro en B un
circulo de radio ¢ y con centro en C' un circulo de radio b, jBajo qué circuns-
tancias se intersectan?

(77) Se sigue de (7).

(iii)a:a:—i—y,b:y—l—z,c:z—l—x@x:%cfb,y:a*g*c,z:bJr;*“.

Solucién 2.2 (i) ¢ < a+b= ¢ < a+b+2Vab = (va+vb)? = /e < Ja+Vb.
(7i) Con 2, 3y 4 se puede construir un tridangulo y con 4, 9 y 16 no es posible
construirlo.
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(iii) a <b<c=a+b<at+c<btc= 55 < g5 < g4 Porlo
que sera suficiente que ver que a%rb < ﬁ + CJ%a pero es mas facil ver que
1 1 1

¢ <bre T ora

Solucién 2.3 Utilice el hecho de que si a, b, ¢ son las longitudes de los lados de
un tridngulo, el dngulo que se opone al lado de longitud c es o bien recto, agudo
u obtuso dependiendo si ¢? es igual, menor o mayor a a? 4 b?, respectivamente.
Suponga entonces que a < b < ¢ < d < e, y que las ternas de segmentos
de longitud (a, b, c) y (¢, d,e) no forman un tridangulo acutangulo. Luego, como
2 >a’+bye? >+ d? se puede concluir que €2 > a? + b + d? >
a2+ b+ >a?+b2+a?+b*=(a+b)*+ (a—b)% > (a+b)? por lo cual
a—+ b <e, lo que nos lleva a una contradiccion.

Solucién 2.4 Como LA > /B entonces BC' > C'A. Utilizando la desigualdad
del tridngulo AB < BC'+CA y la afirmacién anterior se tiene que AB < 2BC.

Solucién 2.5 (i) Sea O el punto de interseccién de las diagonales AC'y BD.
Aplique la desigualdad del tridngulo a los tridngulos ABO y CDO. Sumando
las desigualdades, tenemos AB+CD < AC+ BD. Por otro lado, por hipdtesis
se tiene que AB+ BD < AC 4+ C'D. Sumando estas dos tltimas desigualdades
obtiene que AB < AC.

(ii) Sea DE paralela a BC; entonces /ZEDA < /BCD < /A, luego DE >
%AD. Por lo tanto, LAD < DE < BC, vea el ejercicio anterior.

Solucién 2.6 Cada d; es menor que la suma de la longitud de dos lados. Use
también el hecho que, en un cuadrildtero convexo la suma de la longitud de dos
lados opuestos es menor que la suma de la longitud de las diagonales.

Solucién 2.7 Aplique la desigualdad del tridngulo a los tridngulos ABA’ y
AA'C para mostrar que ¢ < mg + %a yb<mg+ %a,

Solucién 2.8 Si «, 3, vy son los dangulos del tridngulo en A, B y C, respectiva-
mente, y si oy = ZBAA' y ag = ZA'AC entonces, por D2, 8> ay y v > as.
Luego, 180° = a+ B+ v > a1 + as + a = 2a. O bien, si trazamos un circulo
de didmetro BC, A debera estar fuera del circulo y entonces ZBAC' < 90°.

Solucién 2.9 Construya un paralelogramo ABDC', con una diagonal BC y
otra AD la cual es igual al doble de AA’ y use la desigualdad D2, en el tridngulo
ABD.

Solucién 2.10 Complete un paralelogramo como en la solucién anterior para

mostrar que m, < €. Anilogamente, m;, < <% y m. < “F2. Para probar la
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desigualdad de la izquierda, sean A’, B, C’ los puntos medios de los lados BC,

C Ay AB, respectivamente.
C//M A"

B A C

Prolongue el segmento C’B’ hasta un punto A” de manera que C'A” = BC.
Aplique el resultado anterior al tridngulo AA’A” cuyos lados tienen longitud
Ma, Mp Y Me.

Solucién 2.11 Considere el cuadrilatero ABC' D y sea O un punto en el exterior
del cuadrildtero tal que AOB sea semejante a AC'D, entonces también OAC
y BAD son semejantes. Si O, B y C son colineales se tiene la igualdad, si no
son colineales se tiene una desigualdad?.

Soluciéon 2.12 Sean a = AB, b = BC,¢c=CD,d = DA, m = AC vy
n = BD. Sea R el radio del circuncirculo de ABCD. Se tiene que3

(ABCD) = (ABC)+(CDA):%;“D
(ABCD) = (BCD)+(DAB):”(”CT;“‘Z),

donde (ABCD) denota el drea del cuadrildtero ABCD. Por lo tanto,

m bc+ ad

n  ab+cd

>1 & bc + ad > ab+ cd
& (d—b)(a—c)>0.

Solucién 2.13 Con centro en A haga una rotacién de 60° del triangulo ABP.
El punto B se transforma en C' y sea P’ el transformado de P. El tridngulo
PP'C tiene lados PP’ = PA, P'C = PBy PC, como el que se desea.

2Ver [6], pag. 136 o [1], pag. 128.
3Ver [6], pag. 97 o [9], pag. 13.
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A

Pl

Pl
P
Segunda Solucién. Use la desigualdad de Ptolomeo (ejercicio 2.11) en los
cuadrildteros ABCP, ABPC y APBC, después de cancelar factores comu-
nes tendrd que: PB < PC + PA, PA < PC+ PBy PC < PA+ PB,
respectivamente. Esto garantiza la existencia del tridngulo.

Tercera Solucion. Otra solucién para el caso en que P este dentro de ABC.
Sea P’ el punto donde AP corta al lado BC. Use ahora que, AP < AP’ <
AB = BC < PB + PC. Andlogamente obtenga las desigualdades PB <
PC+ PAy PC < PA+ PB.

Solucién 2.14 Sean a = AB, b = BC, x = AC, y = BD. Recuerde que
en un paralelogramo se cumple la identidad 2(a? + b?) = 22 + y2. Suponga
ademds, sin perder generalidad, que a < b. Es claro que 2b < (z + y), por lo
que (2b)2 < (z +y)? = 22 + y? + 22y = 2(a® + b?) + 2zy. Luego, reduciendo
se obtiene que 2(b? — a?) < 2zy.

Solucién 2.15 (i) Prolongue las medianas AA’, BB’ y CC’ hasta que corten
al circuncirculo en Ay, By y C, respectivamente. Use la potencia de A’ para
establecer que A’A; = %. También, use el hecho de que m, + A’A; < 2Ry
: : : 2 _ 2(0*+c?)—a? : 2, .2 _
que la longitud de la mediana satisface m; = =——,——, es decir, 4m; +a* =
2(b? + c%). Hay expresiones andlogas para mp y m..
(#4) Use la desigualdad de Ptolomeo en los cuadrilditeros AC'GB’, BA'GC" y
CB'GA’, donde G denota el centroide. Por ejemplo, para el primer cuadrildtero

se obtiene que %ma% < %% + § 732, entonces 2mqa’ < abme + acmy.

Solucién 2.16 Use la férmula 4mj + b* = 2(c* + a?), para ver que mi —

m? = %(62 — b%). Ahora bien, usando la desigualdad del tridngulo pruebe que

my + me < %(b + ¢). De aqui puede deducir la desigualdad de la izquierda.
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La desigualdad de la derecha se puede deducir de la primera cuando se aplica
al tridngulo de lados* de longitud my, mp y me.

Solucién 2.17 Sean a, by c la longitud de los lados del tridngulo ABC. Si E
y F son las proyecciones de I, sobre las rectas AB y C A, respectivamente, es
claro que, si r, es el radio del excirculo, se tiene que 1, = [, F = EA = AF =
FI, = s, donde s es el semiperimetro de ABC. Ademas, si h, es la altura del
tridngulo ABC' desde A, entonces é? = }:—2 Como ah, = bc, se tiene que

AD_E_@_ abc 4Rr _ﬁ
DI, r, as \4R rs) a2’

donde r y R son el inradio y circunradio de ABC, respectivamente.

Como 2R =a y 2r = b+ c — a, entonces SIP = b+gfa = b+c — 1. Bastara que
vea que % < V/2 o, equivalentemente, que 2bc < a? pero bec = Vb2c2 <
b2 +c? _ d?

2~ 7z

Solucién 2.18 Simplificando y utilizando el ejercicio 1.27, la primera desigual-
dad es equivalente a ab + be + ca < a® + b? + 2. Para la segunda desarrolle
(a+b+c)? y utilizando la desigualdad del tridngulo se obtiene que a? < a(b+c).
Soluciéon 2.19 Utilice la sugerencia anterior.

Solucién 2.20 Si desarrolla la expresidn regresara al ejercicio anterior.

Solucién 2.21 La primera desigualdad es la desigualdad de Nesbitt, ejemplo
1. 4 8. Para la segunda desigualdad use el hecho de que a+b > a+b+c , entonces

a+b < a+b+c'

Solucién 2.22 Observe que a®? (b+c—a) +b*(c+a—b) +c%(a+b—c)—
2abc = (b+c—a)(c+a—0b)(a+b—c); ahora vea el ejemplo 2.2.3.

Solucién 2.23 Observe que

a(b2+cz—a2)+b(02—|—a2—b2)—I—c(a2+b2—02) =
a>b+c—a)+b*(cta—-b)+c(a+b—c),

vea ahora el gjercicio 2.22.

*Ver la solucién del ejercicio 2.10.
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Solucién 2.24 Use la transformacién de Ravi con a = y+ 2, b = z + z,
¢ = x + y para ver primero que

a?b(a—Db)+b%c(b—c)+cfa(c—a) = 2(xy> +y2° +22%) = 2(xy? 2+ 2®yz +ay2?).

. . 2 2 2
Luego, la desigualdad es equivalente a % + L 42 > 2 +y+ 2 Ahora, use la
desigualdad (1.11).

Solucioén 2.25

a—b b—c c—a
a+b b+c c+a
cab
(a+0)(b+c)(c+a)

a—b b—c c—a
+ +
a+b b+c cHa

1
<3
-8

para la ultima desigualdad, vea la solucién del ejemplo 2.2.3.
Solucién 2.26 Por el ejercicio 2.18
3(ab+ be + ca) < (a+ b+ c)? < 4(ab + be + ca).

Entonces, como ab + bc + ca = 3, se sigue que 9 < (a+b+c)? < 12, de donde
se tiene el resultado.

Solucién 2.27 Use la transformacién de Ravi, a =y+2z,b=z+z,c=x+y.
Por la desigualdad MG — M A, y la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

1 1 1 1 1 1
-+ -+ = + +
a b c y+z z+x x4y

1 1 1 1
< —
2<,/yz+\/zx+./xy>
VT VI+VE
N 2\/xyz
<\/§\/x—|—y+z
- 2\/xyz
_ V3 [itytz_ V3
2 ryz  2r

Para la dltima identidad vea el final de la demostracién del ejemplo 2.2.4.
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Solucién 2.28 (i) Se sigue de las equivalencias siguientes,

(s—a)(s—b)<ab & s*>—s(a+b)<0
& a+b+c<2(a+b)
& c<a+b.

(74) Use la transformacién de Ravi, a =y + 2, b= 2+ x, ¢ = x +y, para ver
que la desigualdad es equivalente a,

Aoy +yz+z2z) < (y+2)z+2)+ (z+x)(x+y)+ (x+y)(y + 2),

y para justificar la dltima desigualdad basta ver que, zy+yz+zx < 22 +y>+ 22,
que se sabe del ejercicio 1.27.

Otra manera de obtener (ii).

La desigualdad es equivalente a,

ab 4+ be + ca

352 — 2s(a+b+¢) + (ab+ be + ca) < 1

Y ésta a su vez es equivalente a 3(ab + bc + ca) < 452, que se reescribe como
3(ab+bc + ca) < (a+ b+ c)?, la cual se sigue también del ejercicio 1.27.

Solucién 2.29 La ley de los cosenos ayuda a ver que

Va2 +02 —2vVa2 -2+ = V2abcos Cv2accos B
= 2a+/(bcos C)(ccos B)

bcosC +ccos B 9
=a”.

2
= 4a 5

Solucién 2.30 Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, para cualesquiera z, v,
z, w > 0, se tiene que

VZY + V2w < A/ (x+ 2)(y + w).

De donde,
Z Va2 +02 —2vV/a2 — b2 + 2 = % Z (\/a2+b2—02\/a2—b2+02
ciclica ciclica

+\/02+a2—b2\/02—a2+b2>

< % Z (2a?)(2¢?) = Z ac.

ciclica ciclica
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Solucién 2.31 Considere nimeros positivos z, iy, z, cona =y + 2, b=z +=x
y ¢ = x +y. Las desigualdades son equivalentes a demostrar que
+z z4+zx x4+ 2z 2 2z

Y 4 + Y > Y

3 > 3.
2x 2y 2z Y y+z+z+:1:+x+y_

Para la primera desigualdad use que ¥ +§ > 2 y para la segunda use la
desigualdad de Nesbitt.

Solucién 2.32 Como en los tridngulos con la misma base la razén de sus alturas
es igual a la razdn de sus dreas, se tiene que,

PQ PR PS (PBC) (PCA) (PAB) (ABC)
4D T BE TCF ~ (aBc) T (aBC) T (4BC) ~ (ABO)

Utilice la desigualdad (2.3) de la seccién 2.3.

Solucién 2.33 (i) Recuerde que (S7 + S2 + S;»,)(SL1 + S% + S%) > 0.

(i) Los vértices de los tridngulos forman un hexdgono que se divide en 6 tridngu-
los de dreas S1, S9, S3, 11, 1o, T3, donde los tridngulos de areas S; y T tienen
un angulo comun. Utilice la férmula de area que involucra al seno del angulo
para demostrar que 515253 = T1715T5. Use después la desigualdad MG — M A,
como sigue

1 1 1 1 1 1
S<_+_+—> > (Sl+52+53+T1+T2+T3)<_ >

Sl SQ Sg - Sl * S_Q * S_3
S 18V/ 5182 S3 T T T3
- /515553 B
La igualdad se da cuando el punto O es el centroide del tridngulo y las lineas

que pasan por O son las medianas del tridngulo, es decir, en el caso en que
S1=8=8=T=T,=T;=3¢S.

18.

Solucién 2.34 Si P = G es el centroide, la igualdad es clara, ya que 4¢
g ya que &7
BG _ CG _ 9
GM — GN — =
Por otro lado, si % + %(—;B%—J)I\D, = 0, se(}t)igzc; que % —i—(P%)—i— JCD—% = 9.
PL _ PM _ PN _
No es dificil ver que 47 = (ABCY BM = (aBC) Y ON = (ABC) POr lo que

Lk LM LR = 1. Lo que lleva a que

AL  BM  CN\(PL PM PN\ _,
PL  PM PN AL  BM CN)



4.2 Soluciones a los ejercicios del capitulo 2 169

Por la desigualdad (2.3), se sabe que esta igualdad ocurre solamente cuando
AL _ BM _ CN

BT = Par = PN = 3, lo que garantiza que P sea el centroide.
Solucién 2.35 (i) Como HD = DD', HE = EE'y HF = FF', donde H es
el ortocentro®. Luego, la solucién se sigue de la parte (i) del ejemplo 2.3.4.

. AD' _ AD+DD’' _ HD - 4 iy
(it) Como G5 = iD= 14 Ap: s tiene también, al ver la solucién del
ejemplo 2.3.4, que ‘g—%—i—%—k%—};:l—k%—kl—k%—kl—k%zll.

/ / / .
Como (% + % + %) (% + % + CC—};) > 9 se sigue el resultado.

Solucién 2.36 Como se senald en el ejemplo 2.3.5, la longitud de la bisectriz
interna del dngulo A cumple

a \? 4bc
l?l:bc<1— (b—l—c) ) = (b+c)2(5(5—a)).

Como 4bc < (b+ c)?, se tiene que 12 < s(s —a), y laly < s1/(s —a)(s — b) <
s(s_%ﬂ = s5. Por lo tanto, lalple < sv/s(s —a)(s —b)(s — c) = s(sr),
lalpHlpletlcly < s () = $2,y 2+12+12 < s(s—a)+s(s—b)+s(s—c) = 5.

Solucién 2.37 Sean a = LZAMB, = ZBNA, v = ZAPC, y sea (ABC) el

area. Se tiene que

1 abc
(ABC) = §CL . AMSQHCM = E

De donde, Iff\/[ = 2Rsen . Andlogamente, g% = 2Rsen 3y g—% = 2Rsenvy.

Luego,

be ca ab
~ - < .
AM+BN+CP 2R(sen o +sen 3 +senvy) < 6R

La igualdad se alcanza si M, N y P son los pies de las alturas.
Solucion 2.38 Sean Ay, By, C los puntos medios de los lados BC, C'A, AB,
respectivamente, y sean By, (5 las reflecciones de A; con respecto a ABy C'A,

respectivamente. También considere a D la interseccién de AB con A1Bs y E
la interseccién de C'A con A;Cy. Entonces,

2DFE = By(Cy < 9By + B1C1 + C1By = A1B1 + B1C1 + C1 A1 = s.

Use que A1 DAFE es un cuadrilatero inscrito en una circunferencia de didmetro
AA; y use la ley de senos en ADFE, para deducir que DE = AA;sen A =

®Consultar [6], pag. 85 o [9], pag. 37.
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mgsen A. Entonces, s > 2DFE = 2m, sen A = 2maﬁ% = “’E“, es decir,

amg < sR. Andlogamente, puede verificar que bmy, < sRy cm. < sR.

Soluciéon 2.39 La desigualdad es equivalente a 8(s — a)(s — b)(s — ¢) < abe,
donde s es el semiperimetro.

Como (ABC) = sr = ‘i—ll’g =/s(s —a)(s — b)(s — ¢), donde Ry r denotan el
circunradio y el inradio, respectivamente, se tiene que demostrar solamente que
8sr2 < abe. Es decir, que 8572 < 4Rrs, que es equivalente a 2r < R.

Solucién 2.40 El drea deI trlangulo ABC, satisface que (ABC) = ¢ =

4R
(a+b+c)r 1
s luego, -5+ bc —|— = 2Rr > gz, donde Ry r denotan el circunradio

y el inradio, respectlvamente
Solucién 2.41 Use el ejercicio 2.40 y la ley de los senos.

Solucién 2.42 Use que® sen‘; = % donde s es el semiperimetro.

Expresiones semejantes para sen 2 5 Y sen , para ver que

sen—sen—seng = (s—a)(s—b)(s—c) = ﬁ = L <
2 2 2 abe ~abc 4R — 8’

donde R y r denotan el circunradio y el inradio, respectivamente.

| =

Solucién 2.43 Sabe por la desigualdad (2.3), que

1 1 1
(a+b+c) <—+——|——> > 9.
a b ¢

Como a + b+ ¢ < 3V3R, se tiene que

1 1 V3
- - > — 4.4
+ b + ¢~ R’ (44)
Usando nuevamente la de5|gua|dad (2.3), se obtiene
1 7r m 3 3
—— + — _|_ > - = -, 4.5
<2A 20/ = 2(A+B+C) 2 (4.5)

Sea f(x) = log 5=, como f"(x) = x—lz > 0, f es convexa. Usando la desigualdad
de Jensen,

5 (108 53 +lom 55 +lox 575) > log E (32 +35 *%)]

b2 102 a2
6.2 A _ l-cosA _ 1-tHg=os
2 2 p

_ a®—(=0)? _ (s=b)(s—c)
4bc be .
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Usando (4.5) y el hecho que log x es estrictamente creciente, se tiene que

1 T 3
1 log — +1 )>1 ° a,
<°g2A+°g23+0g20 =985 (46)
Suponga que a < b < ¢, lo cual implica A < B < C. Entonces éz%z%y

log 55 > log 55 > log 5. Usando la desigualdad de Tchebyshev,

1 1 1 1 1 lo +lo + log 5=
—logl—k—logl—i- logl2<— —+—>< 824 8 25 82 C).
a

Entonces, por (4.4) y (4.6), se tiene

1 1 NEI
log = + Zlog - > Y2164 2.
24 bog2B+ QC*R %83

log

Elevando a las potencias adecuadas y tomando reciprocos, obtiene la desigual-
dad deseada. En todas las desigualdades anteriores, la igualdad se tiene si y sélo
sia = b = c (esto es, la igualdad se tiene sdlo para tridngulos equildteros).

Solucién 2.44 Por la ley de los senos, se tiene que

senA_senB_senC 1

a b ¢ 2R’

donde a, b, ¢ son las longitudes de los lados del tridngulo y R es el circunradio.
Entonces,
a’ b? c?

4R2+4R2+ 4R?
1
= (a® +b* + %)

sen’A + sen’B + sen’C =

4R?
1 9
< 2 _
= 4R? R Ty

donde la desigualdad se sigue de la desigualdad de Leibniz.

Solucién 2.45 Use la desigualdad de Leibniz y el hecho de que el drea de un
tridangulo estd dada por (ABC) = abc

Solucién 2.46 Note que el incirculo de ABC' es el circuncirculo de DEF..
Aplicando la desigualdad de Leibniz a DEF, se obtiene

EF? + FD? + DE? < 912,
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donde r es el inradio de ABC. Por otra parte, usando el teorema 2.4.3 se obtiene
que s2 > 2772, de donde

82

EF? + FD?>+ DE? < 5

Soluciéon 2.47

a? N b? N @ a’be+bPca+ cFab  abe(a+b+ o)
hohe o hahy A(ABCY? 4(ABC)?
abc(a+ b+ c) _ 2R >4
4 abe (a+b+c)r r
iR~ 2

2A _ 1-cosA
2

Solucién 2.48 Recuerde que sen = —5= y use que cos A + cos B +

cosC < 3 (vea el ejemplo 2.5.2).

Soluciéon 2.49 Observe que,

9.4 Rrs 2s
L P e 2/35s<9R e — < R.
2s - 3v3 ~

La dltima desigualdad la se demostré en el teorema 2.4.3.

b
4V3(ABC) < 9abe 4 \/3rs <
C

a+b+

Solucién 2.50 Use el ejercicio anterior y la desigualdad entre la media arménica
y la media geométrica

# < Va2b2e2.

Solucién 2.51 Use el ejercicio anterior y la desigualdad MG — M A

9, 12, 2
V222 < w.
- 3

entonces

Solucién 2.52 Primero observe que si s = %Hb+¢

A+ +F—(a—b)? = (b—c)?—(c—a)=
=a?—(b—c)?+b>—(c—a)?+c*—(a—b)?
=4{(s=b)(s—c)+(s—c)(s—a)+(s—a)(s—Db)}.
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Por lo que, six = s—a, y = s —b, 2z = s — ¢, entonces la desigualdad es
equivalente a

V3V ryz(x +y+ 2) < xy + yz + 2.

Elevando al cuadrado y reduciendo términos, se tiene que la desigualdad anterior
es equivalente a

zyz(x +y + 2) < 2%y + y?2% + 2222

Deduzca ésta dltima de la desigualdad de Cauchy-Schwarz con (zy,yz,zx) y
(22, 2y, y2).

Solucién 2.53 Use el ejercicio 2.50 y la desigualdad 3%/ (ab)(bc)(ca) < ab +
bc + ca.

Solucién 2.54 Note que

3(a+ b+ c)abc < 9abc
ab+bc+ca T a+b+c

& (a+b+c)? > 3(ab+be + ca)

= a2—|—b2—|—022ab+bc—i—ca,

ahora use el gjercicio 2.49.

Solucién 2.55 Utilice (2.5), (2.6) y (2.7), observe que a? + b? + ¢ + dabc =
192
2

Solucién 2.56 Utilice las relaciones usadas en la solucién al ejercicio 2.39

(b+c—a)(c+a—-Db)(a+b—c) _ 8(s—a)(s—0b)(s—c)
abc abc
_ 8s(s —a)(s—b)(s —c)
4Rs(4k)
8(rs)? 2r

ARs(rs) R’
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Solucién 2.57 Observe que
a® b2 c? B 1< a® b? c? >

b+c—a+c+a—b+a+b—c_2
1 sa . sb bt sc

= — —Qa - —C
2\s—a s—b s—c

C
(e ee)
s—a s—=¢C

(a+0b+c)s? —2(ab—|—bc+ca)s—|—3abc
- s
(s—a)(s=b)(s—rc)

%53 —2s(s* + 1%+ 4rR) + 3(4R7“s)} B
(

Do | »

N | ®»

rZs

[N NCR VA

_R
s(R— 2s(R 2)23\/§TR:3\/§R,
r

r

las dos ultimas desigualdades se derivan del hecho que R > 2r (lo que implica
que —r > %R) y que s > 3v/3r, respectivamente.

Solucién 2.58 Debe partir del lado de las ecuaciones donde se encuentra la
relacidn entre las 7’s y realice las operaciones.

Soluciéon 2.59 Sizy, 1 — 21, 29, 1 — 29, ..., son las Iongitudes en que queda
dividido cada lado por el punto correspondiente se tiene que A+ +d? =
So(x? + (1 — ;)?). Muestre que £ < 2(z; — 32+ 3 =22 + (1 —2;)? < 1.
Para la parte (ii), la desigualdad de la derecha se sigue de la desigualdad del
tridngulo. Para la desigualdad de la izquierda use reflexiones en los lados, como
en la siguiente figura.
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Solucién 2.60 Esta es igual a (ii) del problema anterior.

Solucién 2.61 Si ABC es el tridnguloy DEFGHI es el hexagono con DE,
FG, HI paralelos a BC, AB, C' A, respectivamente, se tiene que el perimetro
del hexdgono es 2(DE + FG + HI). Sean X, Y, Z los puntos de tangencia
del incirculo con los lados BC', C'A, AB, respectivamente, yseap=a+b+c
el perimetro del tridngulo ABC. Defina x = AZ = AY, y = BZ = BX y
z=CX = CY, se tiene entonces la relacidn

a p p

DE AE+ED+DA 2z

Andlogamente, se tienen las otras dos relaciones

FG 2z HI 2%

c p' b P

Luego,
_ Mrxa+yb+ze)  4la(s—a)+b(s—b)+c(s—c))
p(DEFGHI) = . _ :
— 4((a+b+c)s— (a2+b2+62))
2s

(a® +b% + ?)
— 20a4bte) 4 T TC)
(a+b+c) (a+b+c)

pero, a? +b% + ¢ > (a+b+c)(a+b+c) por la desigualdad de Tchebyshev.
Por lo tanto, p(DEFGHI) < 2(a+b+c)—3(a+b+c)=2(a+b+c).

Solucién 2.62 Considere el circuncirculo del tridngulo equildtero con lados
de longitud 2. Los circulos con centro en los puntos medios de los lados del
tridngulo y radio 1 cubren al circulo de radio 2. Si un circulo de radio mayor que
QT\/g es cubierto por tres circulos de radio 1, entonces uno de los tres circulos
cubre una cuerda de longitud mayor a 2.

Solucion 2.63 Tome el tridngulo acutangulo de lados de longitud 2rq, 219 y
2r3, si existe. Su circunradio es el buscado. Si no existe el tridngulo, la solucién
es el mayor radio entre rq, o y r3.

Soluciéon 2.64 Lema 1. Si un cuadrado de lado de longitud a estd dentro del
rectdngulo de lados de longitud ¢y d, entonces a < min {c,d}.
Demostracion.
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Por los vértices del cuadrado dibujamos rectas paralelas a los lados del rectangulo
de tal manera que encierren al cuadrado como se muestra en la figura. Como las
rectas paralelas forman un cuadrado dentro del rectangulo se tiene el resultado.

Lema 2. La longitud de la diagonal del cuadrado inscrito en un tridngulo es
menor o igual a la longitud de la bisectriz interna del angulo recto.

Demostracion. Sea ABC' un tridngulo rectdngulo con hipotenusa C'A y sea
PQRS el cuadrado inscrito.

A

S
Do
o\ PE

Podemos suponer que los vértices P y () pertenecen a los catetos del tridngu-
lo rectangulo (en caso de no ser asi, transladamos el cuadrado) y sea O la
intereseccion de las diagonales PRy Q.S.

Como BQOP es ciclico (/B = Z0 = 90°), se sigue que ZQBO = ZQPO =
45°, entonces O pertenece a la bisectriz interna del angulo ZB. Sea T la in-
terseccién de BO con RS, entonces ZQBT = ZQST = 45°, luego BQTS
es ciclico y el centro O’ del circuncirculo de BQT'S es la interseccién de las
mediatrices de los segmentos SQ y BT, pero la mediatriz de SQ es PR, por lo
tanto el punto O’ pertenece a PR y si V es el punto medio de BT, se tiene que
VOO’ es un tridngulo rectdngulo. Como O'O > O'V/, se tiene que las cuerdas
SQ y BT satisfacen SQ < BT, que es lo que se desea.
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Termine ahora la demostracién del ejercicio. Sea ABCD el cuadrado de lados
de longitud 1 y sea [ la recta que separa los dos cuadrados.

A D F
E
a
B b
ol H ¢

Si [ es paralela a uno de los lados del ABCD, entonces aplique el lema 1.
En caso contrario, [ intersecta cada recta que determina uno de los lados del
cuadrado ABC'D. Suponga que A es el vértice mas lejano a [.

Si [ corta a los lados de ABCD en E, F, G, H como en la figura, se tiene por
el lema 2 que la suma de las diagonales de los cuadrados pequefos es menor o
igual a AC, esto es \/§(a +b) < V2, luego el resultado.

Soluciéon 2.65 Si «, 3, v son los dngulos centrales que abren las cuerdas de
longitudes a, b, ¢, respectivamente, se tiene que a = 2sen g, b = 2sen§ y

_ o
c= 2sen 3. Luego,

a+ B+

abc = 8sen %sen gsen% < 8sen? < 5

) = 8sen?(30°) = 1.
La desigualdad se sigue del ejercicio 1.81.

Solucion 2.66 Una primera observacion es ver que las diagonales son paralelas
a los lados. Sea X el punto de interseccién de las diagonales AD y CE. Ahora,
se puede dividir el pentdgono como

(ABCDE) = (ABC) + (ACX) + (CDE) + (EAX).

Como ABCX es un paralelogramo, se tiene que (ABC) = (CXA) = (CDE).
Sean a = (CDX) = (FAX) y b = (DEX), entonces se obtiene que ¢ =

b
AX _ (CXA) _ a+bd a _ 1+v5
XD = (CDX) = a de donde § = —5~>. Ahora, ya cuenta con los elementos

para encontrar (ABCDE).
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Solucién 2.67 Primero se tiene que probar sr = s1R = (ABC), donde s; es
el semiperimetro del tridngulo DEF'. Para deducir esta igualdad bastara que
vea que los radios OA, OB y OC son perpendiculares a EF, FD y DEFE,
respectivamente. Use también que R > 2r.

Solucién 2.68 Suponga que el dngulo maximo es A y que éste satisface que
60° < A < 90°, entonces la longitud de las alturas hy y h. son también menores
a 1. Utilice ahora el hecho que (ABC) = QZZZCA y que ‘/_ <sen A < 1. El caso
del tridngulo obtuso es mas facil.

Solucién 2.69 Si ABCD es el cuadrilatero con lados de longitud a = AB,
b=BC,c=CDyd= DA.

(Z) (ABCD) — (ABC) + (CDA) — absgnB + cds;nD < ab—gcd_

(ii) Si ABCD es el cuadrildtero mencionado con lados de longitud a, b, ¢y
d, considere el tridngulo BC'D que resulta de reflejar DC'B con respecto a la
mediatriz de BD. Los cuadrildteros ABC'D y ABC'D tienen la misma area
pero el segundo tiene lados de longitud a, ¢, by d, en este orden. Utilice ahora
(iii) (ABC) < %, (BCD) < %, (CDA) < ¢ y (DAB) < &

Solucién 2.70 En el ejemplo 2.7.6 se demostré que

R
PA.-PB.-PC > Z(pa + o) (Db + Pe) (Pe + Pa)-

Utilice la desigualdad MG — M A.
Y : PA2 PB? | PC? -, g3/PA2 PB2 PC? - / 4R

SOIUCIon 2.71 (Z) + PcPa p Py — PvPc PcPa PaPb — > 12.

N _PA PB PA _PB _PC 3/ R
(”) Po+Pe + PctPa + Pa +Pb - 3\/pb+pc Pe+Pa Patpp 23 2r 2 3.

o PA PB PC 3/ _PA _PB _PC 3 4R
(¢27) Vovpe * Vpea T pape z 3 \/PbPe \/PcPa \/Pabb =3 > 6.
Para las dltimas desigualdades en (i) y (éii) se ha utilizado el ejercicio 2.70.
Para la dltima desigualdad en (ii) use el ejemplo 2.7.6.
(iv) Proceda como en el ejemplo 2.7.5, es decir, haga una inversién en una
circunferencia de centro P y radio d (arbitrario, por ejemplo d = p;). Sean A’,
B’, C" los inversos de A, B, C. Sean p,,, p;, p.. las distancias de P a los lados
B'C', C'A", A'B’, respectivamente.
Pruebe que p), = ;;(113572-130 como sigue. Se tiene que

PB'"-PC'-B'C"  p,PB"-PC'"-B'C’

! Dl Iy
p,B'C"' =2(PB'C’) = PAT = 7



4.2 Soluciones a los ejercicios del capitulo 2 179

donde A es el inverso de A;, el pie de la perpendicular de P sobre BC.

Andlogamente, p, = %;,PA/ ypl. = %;'PB/.

La desigualdad de Erdds-Mordell aplicada en el tridngulo A’ B’C’, garantiza que

PA'+ PB'+ PC’ > 2(py, + pj, + pe)-

Pero como PA-PA' = PB-PB' = PC - PC' = d?, al sustituir se tiene que
1 1

1
PA ﬁ*%ﬂ(

DPa 4 Py + DPec )
PB-PC PC-PA PC-PA

y esta desigualdad es equivalente a
PB-PC+ PC-PA+ PA-PB >2(p,PA+ pyPB + p.PC).
Finalmente, para concluir use el ejemplo 2.7.4.

Solucién 2.72 Si P es un punto interior o en el perimetro del tridngulo ABC,
utilice la demostracién del teorema 2.7.2.

Si h, es la longitud de la altura desde A, se tiene que el drea del triangulo ABC
satisface que 2(ABC) = ah, = apy + bpp + cpe.

Como hy < PA+ p, (aun si p, <0, esto es, si P es un punto que esta fuera
del triangulo, en distinto lado de BC' que A), ademds la igualdad se da si P
esta sobre la altura por A. Luego aPA+ap, > ahy, = ap,+ bpy + cpe, entonces
aPA > bpy + cpe.

Puede aplicar esta desigualdad al tridngulo AB'C’ simétrico a ABC' con res-
pecto a la bisectriz interna del angulo A, donde aPA > cpy + bp, con igualdad
cuando AP pase por O.

Andlogamente, bPB > ap. + cp, y cPC > apy + bp,, por lo tanto

b b
PA+PB+PC> (245 ) pat (S+ %) mt (542 ) pe
c b a c b a

La igualdad se da cuando P sea el circuncentro O.

Segunda Solucién. Sean L, M y N los pies de las perpendiculares P sobre BC,
CAy AB, respectivamente. Sean H y G la proyecciones ortogonales de By C,
respectivamente, sobre la recta M N. Luego BC > HG = HN + NM + MG.
Como L BNH = ZANM = LAPM, los tridngulos rectangulos BNH y APM
son semejantes, por lo que HN = %BN. De manera andloga, se tiene que
MG =E28cM.

Por el teorema de Ptolomeo, aplicado a AMPN, se tiene que PA- MN =
AN -PM + AM - PN, por lo que

AN -PM + AM - PN

MN =
PA
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de donde

PM AN -PM + AM -PN PN
> — .
BC’_PABN+ PA +PACM

Por lo tanto,
BC-PA>PM-AB+ PN -CA.

Luego, PA > py* —i—pcg. Andlogamente para las otras dos desigualdades.

Solucion 2.73 Considere la sucesiéon de reflexiones del cuadrildtero ABCD,

como en la siguiente figura.
A// P// Bl/

Note que el perimetro de PQRS es la longitud de la linea quebrada PQR'S” P".
Note también que A” B” es paralela a AB, que la distancia mds corta es AA”,
como se puede ver, se logra si se proyecta O sobre los lados del cuadrilatero.

Solucién 2.74 Primero note que (DEF) = (ABC) — (AFE) — (FBD) —
(EDC).Siz=BD,y=CE,z=AF,a—x=DC,b—y=FAyc—z = FB,
se tiene que,

(AFE) _ z(b—y) (FBD) «x(c—=z) (EDC) y(a— 3:)

(ABC) & (ABO) ac ’ (ABC) ba

Luego,

I (R B A (B
oy
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La dltima igualdad se debe a que la concurrencia de las cevianas nos garantiza

que - - ;% . = = 1. Ahora bien, el dltimo producto es maximo cuando

z

—y
- y como los segmentos concurren el valor comun es % Luego, se
tiene que P es el centroide.

ol o

Y _
b

Solucién 2.75 Six = PD, y = PE y z = PF, se tiene que 2(ABC) =
ax + by + cz. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

a b ¢
(a+b+c) < <—+—+—> (ax 4+ by + cz).
x Yy 2
Luego, 2 + 5 +<> (;(tlbgé‘))?' La igualdad se da cuando = = y = z, es decir,

cuando P es el incentro.

Solucién 2.76 Primero vea que BD? + CE? + AF? = DC? + EA? + FB?,
usando que BD? — DC? = PB? — PC? y relaciones similares.

Ahora bien, (BD + DC)? = a?, de donde BD? + DC? = a®> — 2BD - DC.
Andlogamente, para los otros dos lados. Luego, BD? + DC? + CE? + AE? +
AF? + FB?=a?>+b*>+c* - 2(BD - DC + CE - AE + AF - FB).

Asi, la suma es minima cuando (BD -DC+ CE - AE + AF - FB) sea maxima.

Pero BD - DC < (%)2 = (%)2 y alcanza el maximo cuando BD = DC(C.

Andlogamente, CE = FAy AF = FB, por lo tanto P es el circuncentro.

Solucién 2.77 Como {/(aPD)(bPE)(cPF) < aPD+b1;E+CPF = Q(Afc), se

tiene que PD - PE - PF < %%. Ademais, la igualdad ocurre si y sélo si
aPD =bPFE = cPF.

Pero ¢c- PF =b- PE < (ABP) = (CAP) < P esta sobre la mediana AA’.
De manera anadloga, vea que P se encuentra en las otras medianas, entonces P
es el centroide.

Solucidén 2.78 Usando la técnica para la demostracion del teorema de Leibniz,
verifique que 3PG? = PA% + PB? + PC? — 3(a® + b? + ¢?), donde G es el
centroide. Por lo tanto, se tiene que el punto éptimo es P = G.

Solucion 2.79 El cuadrildtero APM N es ciclico y estd inscrito en la circunfe-
rencia de didmetro AP.

La cuerda M N subtiende siempre el dngulo A (o 180° — A) por lo que la
longitud de M' N depende proporcionalmente del radio de la circunferencia que
circunscribe a APMN.

Tendrd la mayor circunferencia cuando el didmetro AP sea lo mas grande posi-
ble. Esto sucede cuando P es diametralmente opuesto a A. En este caso M vy
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N coinciden con By C, respectivamente. Por lo tanto, la cuerda maxima M N
es BC.

Solucién 2.80 El circuncirculo de DEF es el circulo de los nueve puntos de
ABC, luego intersecta también los puntos medios de los lados de ABC'y pasa
por L, M, N, los puntos medios de AH, BH, CH, respectivamente. Note que
t2 = AL - AD, luego

ta AL - AD ,
= 5 =Y AL=> 0A
A+ B
= ZRCOSAS?)RCOS%—FC’:3RC()56[)OZSR'

2
Observe que se puede probar un resultado mas fuerte ) | % = R+, utilizando
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el hecho que cos A +cos B +cosC =  + 1, vea el lema 2.5.2.

Solucién 2.81 (i) Note que

Pa  Pb  Pc _ apa  bpp | cpc

ha+hb+hc N aha+bhb+chc
_ 2(PBC)+2(PCA)+2(PAB) )
B 2(ABC) o

Use ahora que

Pa Do Dec ha hb hc)
LT N R )
(% hy, m><pa Pp  DPc

(74) Por la desigualdad MG — M A se tiene

3
Pa Pb Pc Pa , Pb | Pc
o (Lalole) o (Pa | P Pe) g
(hd hy hc> - (ha + hy + hc>

de donde se obtiene la dltima igualdad de (7).

(7i1) Sean z = (PBC), y = (PCA) y z = (PAB). Observe que a(h, — pg) =
ahg —ap, = 2(y + z) > 4,/yz. Andlogamente, se tiene que b(hy — pp) > 4/ zx
y ¢(he — pe) > 4,/xy. Entonces,

a(ha — pa)b(hy — pp)c(he — pe) > 64zyz = 8(apabppcpe).
Por lo tanto, (hq — pa)(hy — pp)(he — Pe) > 8papbPe-

Solucién 2.82 Suponga que a < b < ¢, luego de todas las alturas del triangulo
ABC, AD es la mayor. Si E es la proyeccién de I sobre AD, bastard ver que
AFE > AO = R. Recuerde que la bisectriz del dngulo £ A es también bisectriz del
angulo ZE AO. Si proyecta I en E’ sobre el didmetro AA’, entonces AE = AF'.
Ahora vea que AE’ > AO, mostrando que I se encuentra dentro del tridngulo
acutdngulo COF, donde F es la interseccién de AA’ con BC.

Para ver que COF es un tridngulo acutdngulo, use que los angulos de ABC
cumplen ZA < /B < ZC entonces %AB < 90° — A, %AC’ < 90° — A. Use
también que ZCOF = A+ C — B < 90°.

Solucién 2.83 Sea ABC' un tridngulo con lados de longitud a, by c. Utilice
la férmula de Herdn para calcular el drea de un tridngulo se tiene que

a+b+ec

(ABC) = +/s(s —a)(s —b)(s —c) donde s= 5

(4.7)
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Si s y c¢ estan fijos, entonces también estd fijo s — c¢. Luego el producto de
16(ABC)? es maximo cuando (s—a)(s—b) sea maximo. Esto es, si s—a = s—b,
es decir, cuando a = b. Por lo tanto, el tridngulo es isdsceles.

Solucién 2.84 Sea ABC' un tridngulo con lados de longitud a, by ¢. Como el
perimetro es fijo, lo es también el semiperimetro, utilizando la ecuacién (4.7),
se tiene que 16(ABC)? es mdxima cuando (s — a)(s — b)(s — ¢) es maximo. El
producto de estos tres niimeros es méximo cuando (s —a) = (s —b) = (s —¢),
es decir, cuando a = b = c. Por lo tanto, el tridngulo es equilatero.

Soluciéon 2.85 Si a, b, ¢ son las longitudes de los lados del tridngulo, observe
que a+ b+ c=2R(sen LA+ sen ZB + sen ZC) < 6Rsen (£A£BELC) ya
que la funcidén sen z es cdncava. Ademas, se tiene la igualdad cuando sen ZA =
sen /B = sen ZC.

Solucién 2.86 La desigualdad (Im +mn +nl)(l+m+n) > a®l +b*m + cn
es equivalente a

P4+m?2—c2 m?24n?2—a®2 n2+012-0p?
+ +
Ilm mn In

& cos LAPB + cos ZBPC + cos ZCPA + g > 0.

+32>0

Ahora, use el hecho que cosa + cos 5 + cosvy + % > 0 es equivalente a
2
<2cosa;—ﬁ +cosa 5 ﬂ) + sen? (aTﬂ> > 0.

Solucién 2.87 Considere el punto de Fermat F' y sean p; = FA, po =
FB 'y p3 = FC, entonces observe primero que (ABC) = %(PlPQ + pap3 +

p3p1)sen 120° = %(pIPQ + pap3 + p3p1). También,

a?+b?+c? = 2p3+2p3+2p% — 2p1pa cos 120° — 2paps cos 120° — 2p3p; cos 120°

= 2(pi + p3 + p3) + p1p2 + P2ps + P3p1.

Ahora usando que x2 4 y? > 22y, se tiene que a® + b? + ¢ > 3(p1p2 + paps +
psp1) = 3 (3V3(ABC)). Luego, a® + b + ¢ > 4V/3(ABC).

M4s atin, la igualdad a?+b?+c? > 4y/3(ABC) se cumple cuando p?+p3+p2 =
P1p2 + pap3 + p3p1, es decir, cuando p; = p2 = p3 y el tridngulo es equilatero.
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Solucién 2.88 Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados del tridngulo ABC.
Defina, al igual que en el ejercicio anterior, sean p1 = F A, po = FByps = FC.
Recuerde que, por la solucién del ejercicio anterior, se tiene

4V3(ABC) = 3(p1p2 + paps + psp1)-

Luego, lo Unico que debe probar es

3(p1pa + pap3 + p3p1) < (p1 + pa + p3)?

pero, esto es equivalente a p1pa +pap3 +p3p1 < P +p3—+p3 que es un resultado
conocido, ver ejercicio 1.27.

Solucion 2.89 Como en el problema de Fermat, hay dos casos, cuando ABC
tiene todos sus angulos menores a 120° o cuando hay un angulo mayor de 120°.
En el primer caso el minimo de PA+ PB+ PC es CC’, donde C’ es la imagen
de A, al rotar la figura con centro en B un angulo de 60° y en direccién positiva.
Por la ley de los cosenos se tiene que

(CC? = b*+c* — 2bccos (A +60°)
= b2+ —becos A+ bev/3sen A
1

= 5(aQ + 0% + ) + 2V3(ABC).
Ahora, utilice que a®+b>+c? > 4v/3(ABC) para obtener (CC")? > 4v/3(ABC).
Por el teorema 2.4.3 se tiene que (ABC) > 3v/3r2, por lo tanto (CC")? > 36r2.
En el caso en que LA > 120°, el punto que resuelve el problema de Fermat-
Steiner es el punto A, por lo que PA+ PB+ PC > AB+ AC = b+ c. Por lo

tanto, lo Unico que se tiene que probar es b+ ¢ > 6r. Mds aln, para esto puede
TYZ
r+y+z°

Segunda Solucioén. Es claro que PA + p, > h,, donde p, es la distancia de
P al lado BC'y h, es la longitud de la altura desde A. Luego, hy + hy + he <
(PA+ PB+ PC) + (pa + po + pe) < %(PA + PB + PC), donde la dltima
desigualdad se debe al teorema de Erdos-Mordell.

Ahora usando el ejercicio 1.36 se tiene que 9 < (hy + hy + hc)(% + h%, + hic) =
(ha + by + he)(2). Por lo que, 9r < hg + hy + he < 3(PA+ PB+ PC) y de
aqui el resultado.

usar el hechoque b=x+z2,c=x4+yyr=

Soluciéon 2.90 Primero note que (AlBlCl) = %AlBl -A1Cq -sen LB1A1Ch.
Como PB1CA; es un cuadrildtero ciclico de didmetro PC', aplicando la ley de
los senos se obtiene que A1 B; = PCsen C'. Andlogamente A1C1 = PBsen B.
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Llame @ a la interseccién de BP con el circuncirculo del tridngulo ABC, lue-
go, se tiene /B1A1C1 = ZQCP. En efecto, como PB1CA; es un cuadrilatero
ciclico se tiene que /B{CP = /B1 A1 P. Andlogamente, Z/C1BP = ZC1 A, P.
Entonces, /B1A1Cy = £Z/B1AP + Z/C1AP = /BCP + ZC1BP, pero
LC1BP = LABQ = LACQ. Por lo tanto, £B1A1Ch1 = £LB1CP + LZACQ =
ZQCP.

sen ZQCP __

. PQ
Otra vez, la ley de los senos garantiza que sn ZBOC — PO

1
(AlBlCl) = §AlBl . A101 sen ABlAlCl
= %PB - PCsen BsenC'sen ZQCP
1 PQ
= §PB - PC -sen Bsen C o Sen ZQCP

1
= 5PB - PQ -sen Asen BsenC

_ (R2-0P*)(4BC)

4R?

La dltima igualdad se da ya que la potencia del punto P, con respecto al
circuncirculo de ABC, es PB - PQ = R?> — OP? y el 4rea del triangulo ABC
estd dada por (ABC) = 2R?sen Asen Bsen C. Luego, (A1B1C1) es maxima
cuando P = O, es decir, cuando A;B;C es el tridngulo medial.
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4.3. Soluciones a los problemas del capitulo 3

Solucion 3.1 Considere a = A1As, b = AjAs y ¢ = A1Ay y aplique el
teorema de Ptolomeo al cuadrildtero A1 A3A4As5 para tener que ab + ac = be,
o equivalentemente que 7 + 2 = 1.

Como los triangulos A1A2A3 y B1B2Bg son semejantes BiBy _ A4 _ a

BBy — Aid; — b Y

Sp+Sc __

de aqui se obtiene B1 By = 7. Andlogamente C1Cs = 7. Por lo que % =
2 2 2.2, 212 2, .2 2 . .

&+ 45 = et E o= (bb—lJ—rcc)Q > 2((131:_66))2 = 1. La tercera igualdad se sigue

de ab + ac = bc y la desigualdad por la desigualdad (1.11). La desigualdad es
estricta ya que b # c.
2 2 2 2 2
Note que, % + % = (£ +2)" — 2% =1-2¢.
Ley de los senos aplicada al tridngulo A1 A3A4 lleva a que

a? sen?Z sen 22
bc  sen 27” sen 47” ~ 2sen 2 =sen 277r cos 277r
B sen27 B sen2§
~ 2(1 — cos? ) cos 22 ~ 2cos T (1 + cos 2X)(1 — cos &)
B sen2§ B 1
4cos (1 + cos Z)sen2Z  4cos Z(1 + cos &)
1 1 V2-1
4COS%(1+COS%):4§(1+§): 2

Luego &+ % =1-22 <1 (vV2-1)=2—- V2.

Soluciéon 3.2 Corte el tetraedro por las aristas DA, DB, DC y desdéblelo
en el plano del tridngulo ABC'. Las caras ABD, BCD y CAD tendran por
imagen a los tridngulos ABD{, BCDs y CADs3. Vea que Dy, By Dy son
colineales asi como también lo son D3, Ay D1, y que B y A son puntos medios
de D1 D5y D3D1, respectivamente. Luego, AB = %Dng y por la desigualdad
del tridngulo Dy D3 < C D3+ CDs = 2CD. Por lo tanto AB < CD, como se
queria.

Solucion 3.3 Sea S el drea del tridngulo entonces se tienen las siguientes

5 — 28 _ 28 - 28 -8 _ _28
férmulas sena = 32, sen 3 = 22, seny = 22, y r = 5 = -F—. Use estas

férmulas para obtener que la desigualdad a probar es equivalente a

a b
_ R >
(bc-i- + b)(a+b+c)_9,
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la cual puede ser mostrada usando la desigualdad MG — M A en cada factor
del lado izquierdo.

Solucién 3.4 Suponga que los circulos son de radio 1. Sea P el punto comdin
de los circulos y sean A, B, C los otros puntos de interseccién. El drea de los
gajos serd minima si el punto P estd dentro del tridngulo ABC' (sino rote un
circulo 180° alrededor de P, y esto reducird el drea).

El drea de los gajos es igual a m — (sen « + sen 3 + sen+y), donde «, 3, 7y son
los dngulos centrales que abren los arcos comunes de los circulos. Es claro que
a+ B+~ = 180°. Como la funcién sen x es cdncava, el minimo se logra cuando
a = 3 =~ = %, lo que implica que los centros de las circunferencias forman
un tridngulo equildtero.

Solucion 3.5 Sea [ el incentro del tridngulo ABC vy dibuje la recta por I
perpendicular a IC. Sean D', E’ las interesecciones de esta recta con BC'y
C'A, respectivamente. Primero pruebe que (CDE) > (CD'E'’) usando que el
drea de D' DI es mayor que el drea de EE'I. Para esto observe que uno de los
tridngulos DD'I, EE'I queda en el lado opuesto C' con respecto a D'FE’, si por
ejemplo, es el tridngulo D’ DI entonces éste tendrd drea mayor o igual al drea
del tridngulo EE'I, luego la desigualdad se sigue. Ahora, muestre que el drea

de (CD'E’) es 562;;20 para esto Ultimo note que C'I = Ser’;% y que D'I = CO;’%,
luego
1 22 22
CD'E')y=-D'E'-CI = = > 272,
( ) 2 2senCcos . senC

2 2

Solucién 3.6 La clave estd en notar que 24X > /3(AB+ BX), que se puede
deducir aplicando el teorema de Ptolomeo (ejercicio 2.11) al cuadrilatero ciclico
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que resulta de pegar al tridngulo ABX un tridngulo equilditero AXO de lado
AX vy luego observar que el didmetro de tal circunferencia es %AX, asi se
tendrd que AX(AB + BX) = AX - BO < AX - %AX. Por lo tanto

2AD 2(AX + XD) > V3(AB + BX)+2XD
V3(AB + BC + CX) +V3XD

V3(AB + BC + CD).

v v

Solucién 3.7 Tome el tridngulo A’B’C’ de drea maxima de entre todos los
tridngulos que se pueden formar con tres vértices de los puntos dados; entonces
su drea satisface que (A’B’C") < 1. Construya otro tridngulo ABC' que tenga
a A'B'C" como tridngulo medial; éste tiene drea (ABC) = 4(A’B'C") < 4. En
ABC se encuentran todos los puntos. En eferto, si alglin punto () estd fuera
del tridngulo ABC, estard en uno de los semiplanos determinados por los lados
y opuesto al semiplano donde esta el tercer vérticie. Por ejemplo, si () estd en el
semiplano determinado por BC, y opuesto a donde estd A, el tridngulo QB'C’
es de drea mayor a A’B’C’, lo cual es una contradiccidn.

Solucién 3.8 Sea M =1+ % + -4 % Queremos probar que M es el valor
minimo deseado, resultado que se alcanza si hacemos x1 =x9 =+ =z, = 1.
Usando la desigualdad MG — M A, se tiene que 2f + (k—1) = 28 +14---+1 >

k{/a¥-1---1= kay, para toda k. Por lo tanto,

r3 a3 Ty 1 n—1
:C1—|—?—|—§—|—- : -—l—; > 331—1—3:2—54—' R = r1+To+ -+ Ty —n+M.

Por otro lado, la desigualdad entre la media arménica y la media aritmética nos

lleva a
Ty tx2+ -+ n

= 1 1 1

Tn

=1.

Podemos concluir que la expresion dada es al menos n — n + M = M. Como
hemos visto podemos encontrar M y es el minimo deseado.
Segunda Solucién. Aplique la desigualdad MG — M A con pesos, a los nimeros

. 1
{a:;} con pesos {tj = ZL%}’ para obtener



190 Soluciones a los Ejercicios y Problemas

s . . o1 1 _
La dltima desigualdad se sigue de n s S > o =

Solucion 3.9 Note que AFE y BDC son tridngulos equildteros. Sean C’ y
F’ puntos fuera del hexdgono y de manera que ABC’' y DEF’ sean también
tridngulos equilateros. Como BE es la mediatriz del segmento AD, se sigue que
C'"y F’ son los reflejados de C'y F en la recta BE. Use ahora que AC'BG y
EF'DH son ciclicos, para concluir que AG+GB =GC'y DH+HE = HF'.

Solucién 3.10 El teorema de Leibniz garantiza que OG? = RQ—%(CLQ—FbQ—i—cQ).

abc

__ abc : __ _abc
Como rs = G5 se tiene que 2rR =

a+b+c”
2 2 2
es que abc < (aJrngC) (a Jr% +<) bara esto use MG — MA.

Luego, lo que hay que demostrar

Solucién 3.11 El lado izquierdo de la desigualdad se sigue de que

1
\/1+x0+x1+~-+:ri,1\/xi+~-+:rng5(1+x0+-~+xn)=1.

Para el lado derecho considere 6; = arcsen (xg+ -+ +x;), para i = 0,...,n.
Note que

Vidzo+ - i+t 2,

\/1 + sen 6;_1 \/1 —senf;_q
= cosb;_1.

sen 0; —sen 6; _1

Sélo resta ver ahora que ) = :
i

T
<3 Pero

6. + 6. 0. — 0:
z+2 2+1sen ) 5 i+1

senf; —senf; 1 = 2cos < (cosb;—1)(0; — 6;—1).

Para probar la desigualdad use que el coseno es decreciente y que senf < 6,
para 0 < 6 < 5. Luego

Zsenei—sen@q < 0 —0i1=0,—0)= u

cos 0;_1 2"

Solucién 3.12 Si " z; = 1 entonces 1 = (X0 z;)° = S0 a2 +
QZKJ- x;x;. Por lo tanto, la desigualdad que se pide demostrar es equivalente

a
1 22
< t
n—l_;l—ai
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Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para ver que

<in> <D g (-
i=1 i=1 ¢

i=1

Solucién 3.13 Note primero que Y7 | Zpi1(Tpy1 — ;) = (n — D)2 .

La desigualdad a demostrar se reduce a

n
Z V&i(Xnp1 — 25) < Vno— 1,40,
i=1

Aplique Cauchy-Schwarz con (\/Z1, ..., v/Tn) Y (VTntl — T1, -« - s /Tl — Tn)-

Solucién 3.14 Recuerde que N también es punto medio del segmento que
une los puntos medios X, Y de las diagonales AC' y BD. La circunferencia de
didmetro OM pasa por X y Y, ya que OX y OY son perpendiculares a las
diagonales respectivas, y ON es una mediana del tridngulo OXY.

Solucion 3.15 La desigualdad de la derecha se deduce de wx+xy+yz+ 2w =
(w+1y)(z+2) = —(w+1y)? <0. Para la desigualdad de la izquierda, note que

lwr +zy +yz+ 20| = |[(w+y)(x+ 2)]
1
< 3 (w+y)2+(a:+z)2]
< w4yt 42 =1

También puede usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para obtener

lwz + 2y + yz + 2w]? < (w? + 2% +y* + 22) (2 + oy + 22 Fw?) = 1.

Solucién 3.16 Para la desigualdad de la izquierda, reacomode asi

a, +as ay;+as an—1 + a1 ap a2 az G2 a; ap
+ + = -+ -+ -+ +—+—,
ai ag Qn az ap a2 ag an a1

ahora utilice que (% + %) > 2.
Llame S,, = an;az + al(:;as + a2a+3a4 4ot % Pruebe por induccién que
Sn < 3n.

i - i btc | cta 4 atb iq=b—
Primero para n = 3, se necesita ver que = + 5% + *= < 9. Sia=b =,
entonces % + C*'Ta + ‘ITH’ = 6 y la desigualdad es cierta. Suponga ahora que
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a < b < cy que no son todos iguales, entonces hay tres casos: a = b < ¢,
a <b=c, a<b<c. Peroen cualquiera de ellos se tiene que a < by a < c.
Luego 2c=c+c>a+by “T*'b < 2,y como “T*'b es entero positivo se tiene
que c=a+b.

Luego, o€ 4 cfe 4 atb — af2b 4 2adb 4 — 34 28 4 24 Como 22 y 2¢
deben ser enteros positivos y como (23) (2%) = 4 se tiene o bien que son 2 los
dos niimeros o bien uno 1 y el otro 4. Esto quiere decir que la suma es a lo mas
8, que es menor que 9, luego el resultado.

Continue con la induccién, suponga que S,,—1 < 3(n—1). Considere {a1,...,an},
si todos son iguales, S,, = 2n y la desigualdad es verdadera. Suponga entonces
que hay al menos dos a; diferentes. Tome el maximo de las a;'s; sus vecinos
(a;—1,a;+1) pueden ser iguales a este valor mdximo, pero como hay entre los a;
dos diferentes, para algiin maximo a;, se tiene que uno de sus vecinos es menor
que a;. Sin perder generalidad suponga que a,, es maximo y que alguno de sus
Vecinos a,_1 0 ai €s menor que a,. Luego, como 2a,, > a,_1 + a; se tiene que
n1t9 9y entonces 2=t — 1, por lo que ap = an_1 + a;1. Al sustituir

an n

este valor de a,, en S,,, obtendrd que

an-1+a1+a as +a Qp_—9+ap—1+a an—1+a
S, = 1 1 2+2 3+"'+ 2 1 1+n1 1 _

ay as Ap—1 an—1+ a1

an,l—i-ag+a2—|—a3+“'+an,2—|—al

1+ +1+1

ay a2 an—1

Como Sy,—1 < 3(n — 1), se concluye que S,, < 3n.

Solucion 3.17 Como el cuadrilditero OBDC es ciclico, utilice el teorema de
Ptolomeo para demostrar que OD = R (% + g—g), donde R es el circunra-
dio de ABC'. Por otro lado, como los tridngulos BCE y DCA son semejan-
tes, al igual que ABD y FBC, sucede que R (% + g—g) =R (% + é—g).
Andlogamente, tenemos que OF = R(ﬁ—g + %) y OF = R(% + g—g).
Multiplicando estas igualdades y aplicando MG — M A obtendra el resultado.

Otra forma de demostrar lo anterior es utilizando inversién. Sean D', E' y F” los
puntos de interseccion de AO, BO y CO con los lados BC, CAy AB, respec-
tivamente. Invierta los lados BC', C Ay AB con respecto a (O, R), obtendr3 los
circuncirculos de los triangulos OBC, OCA y OAB, respectivamente. Luego,
OD -OD' = OE-OFE' = OF - OF' = R%. Si z = (ABO), y = (BCO) y
z = (CAO), se tiene que

AO z+4=x BO x+y CO y+z

oD’ y ~ OFE z Y O T &
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Lo que implica, usando MG — M A, que &pr > 8, por lo que, OD -

R3
OE'-OF'
OE - OF > 8R3.

Solucion 3.18 Primero, observe que AY < 2R y que hy < AX, donde hy is
la longitud de la altura sobre BC'. Luego, deduzca que

> A AX

sen24 AYsen2A
ha

> -

- Z 2RsenZA

B Z hg como senA_L
a asen A a 2R

\3/ ha  hy e
> 3

asen A bsen B csen C
= 3

como h, = bsenC, hy = csen A, h. = asen B.

Solucion 3.19 Sin perder generalidad, podemos suponer 1 < x9 < -+ < xy,.

Como 1 < 2 < --- < n se tiene, por la desigualdad del reacomodo (1.2),
A=z1+4+2x9+ - +nxy, >nxy+(n— g+ +z, = B.

Luego, |[A+B| = |(n+1)(x1+---+x,)] = n+1, por lo que A+ B =
+(n + 1). Ahora bien, si A+ B = n+ 1 se cumple que B < "T“ < A ysi
A+ B=—(n+1) sucede que B < - < 4.

Suponga ahora que ”T“ o —2+L estdn entre By A, ya que en caso contrario A
o B estarfan en el intervalo [—21 2511 | uego, uno de los valores |A| o |B]
es menor o igual a ”TH y termina el problema.

Suponga por lo tanto, B < —"TH < "TH < A.

Sea y1, ..., Yn una permutacién de x1, ..., x, tal que ly; +2yo +---+ny, = C
toma el valor mas grande con C < —"TH. Tome i tal que y1 < gyo < --- < gy

Y Yi > Yit1, Y considere

D = yi+2p+-+iyip + i+ Dy + (0 +2yira + -+ nyn
D—-C = iyip1+ (0 + 1y — (g + (@0 + Dyit1) = ¥i — yit1 > 0.

Como |yi|, |yi+1] < "TH se tiene que D — C = y; — y;+1 < n + 1; luego,
D<C+n+1lyentonces C<D<C+n+1<2

Por otro lado, D > —"T“, pues C' es la suma mas grande que es menor a

1 1 ’ 1
Luego, — 23 < D <l yasi D] < 2.

_ntl
5~
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Solucién 3.20 Entre los nimeros z, y, z dos tienen el mismo signo (suponga
que son z y y), cOmo ¢ = z (% + 3) es positivo, z es positivo.

Notequea+b—c:2x7y,b+c— 2yz c—l—a—b—QZ—xson positivos.
Reciprocamente, si u = a+b—c, v =b+c—ay w = c+a— b son
positivos entonces haciendo u = 25”7y v = 2% w = 2;“”, podemos obtener que

_ utw __ Yy, oz
a= = —:1:<Z+y>,etc.

Solucién 3.21 Primero vea que un hexagono ABC'DEF centralmente simétri-
co tiene lados opuestos paralelos. Esto garantiza que (ACE) = (BDF) =
w. Ahora, si reflejamos los vértices del triangulo PQ R con respecto al
centro de simetria del hexdgono, obtenemos los puntos P’, ', R’ que forman
el hexdgono centralmente simétrico PR'QP’'R(Q)’, inscrito en ABCDEF vy de

area 2(PQR).

Solucién 3.22 Sean X = ZZ 3 x3 X; = X—13; esclaro que X = %Z?:l X;.
Por la desigualdad MG — M A, = \/x%a:g:z:4 = i ; andlogamente, para los

otros indices y esto implica que X > ZZ 1 %
Por la desigualdad de Tchebyshev se obtiene

witadtaital  aitaitaital mtaotasta
4 - 4 4

2 2 2 2
Gracias a la desigualdad MG — M A se tienen % > V/(r1w0x374)2 =
1y por lo tanto, X > > . ;.

Solucién 3.23 Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz con u = ( V\gj%l, V\y/;, V\Z/;)
y v = (VZ, /¥, VZ).

Solucién 3.24 Sia = LZACM y 8 = ZBDM, entonces %éj%g = tan atan 8
y o+ 3 = T. Ahora, use el hecho de que tan atan Btany < tan? (Lgﬂ)

donde v =
Podemos utlllzar otro método el cual usa el hecho de que la desigualdad es
equivalente a (M CD) > 3v/3(M AB) que a su vez es equivalente a h+l > 3/3,
donde [ es la longitud del lado del cuadrado y h es la longitud de la altura desde
M sobre AB. Ahora, encuentre la maxima h.

»J>I>l INSE]

Solucién 3.25 Primero note que % + % + g—% = 1. Ahora, use el hecho de
que AL, BM y C'N son menores que a.
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2
Soluciéon 3.26 Como % . % < % (% + %) , es suficiente probar que
PB | QC _
ey e 8
A
5P
Q cr
B C

Al
Trace BB’, CC’ paralelas a la mediana AA’ de tal forma que B’ y C’ estén
en PQ. Los tridngulos APG y BPB’ son semejantes, y también los triangulos
AQG y CQC’ son semejantes, entonces % = ig y % = %. Use ésto

junto con el hecho de que AG = 2G A’ = BB’ + C(".

Solucién 3.27 Sean T el circuncirculo del triangulo ABC'y R su radio. Consi-
dere la inversién en I'. Para cualquier punto P distinto de O, sea P’ su inverso.
El inverso del circuncirculo de OBC es la recta BC, entonces A’l, el inverso de
Ay, es el punto de interseccién entre el rayo OA; y BC. Como’

_ R*-PQ

P/ /_
@ OP -0Q

para dos puntos P, @ (distintos de O) con inversos P/, @Q)’, se tiene

OA,  OA-OA]-0A; OA  y+z

AA, R AA AN a4y+z

donde x, y, z denotan las dreas de los tridngulos OBC, OCA y OAB, respec-
tivamente. Andlogamente, se tiene que

BB, z+y+z cCi z+y+z

0B, z+z ° 00,  a+y

Luego,

AA, BBy COC; w4y +2) 1 N 1 n 1 S 9
= \T A -.
OA; OBy 0OCy 4 y+z z+x x+4+y/) " 2

"Vea [6], pag. 132 o [9], pag. 112.
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Para la udltima desigualdad, vea el ejercicio 1.44.

Solucién 3.28 Note que el drea del tridangulo GBC es, (GBC) = (A]§C) -
%' de donde GI = @. Andlogamente, GN = %-
Por lo tanto,

NIy = GL GNsenB  A(ABC) senls

2 18ac
4(ABC)*»*  (ABC)*v*  (ABC)H?

(18abc)(2R) (IR %C)(4R)  9-4R?

An3logamente, (GLM) = % y (GMN) = (Afﬁg?aQ. Por lo tanto,

(LMN) 1 (a®+V+c*\ _ R*-0G?
(ABC) 9 B '

- AR? AR?

La desigualdad de la derecha es ahora inmediata.

Para la otra desigualdad, note que OG = %OH. Como el tridngulo es acutdngu-
lo, H esta dentro del tridngulo y lo mas alejado que H esta de O es R. Por lo
tanto,

(LMN) R?—-3OH? - R*—§R* 2 A
(ABC) ~ 4RZ? T 4Rz 97 27
Soluciéon 3.29 La funcién f(x) = 14—% es convexa para x > 0. Luego,
f(ab) + f(bc) + f(ca) s ab+bc+ca\ 3
3 - 3 ~ 34ab+bc+ ca
3 1

3+a+02+c 2

la dltima desigualdad se sigue de que ab + bc + ca < a® + b% + 2.
También se puede partir de

1 1 1 9 9 3
>

> = —.
1+ab+1—|—bc+1—|—ca*3+ab+bc+ca*3—|—a2—|—b2—|—02 2

La primera desigualdad se sigue de la desigualdad (1.11) y la segunda se sigue
del ejercicio 1.27.

Solucién 3.30 Defina z = b+ 2¢, y = ¢+ 2a, z = a + 2b. La desigualdad
deseada se transforma en

<§+9>+<g+5>+<3+§)+3<y+5+£>215.
y z oy Tz Ty oz
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que se resuelve aplicando la desigualdad MG — M A.
Otra forma de probar la desigualdad es la siguiente:

a b c a’ b? 2 (a+b+c)?
- + = + + > :
b+2c c+2a a+2b ab+2ca bc+2ab ca+ 2bc — 3(ab+ be+ ca)

La desigualdad se sigue inmediatamente de la desigualdad (1.11). Sélo falta
probar la desigualdad (a + b+ ¢)? > 3(ab + bc + ca), que es una consecuencia
de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Solucién 3.31 Utilice la desigualdad (1.11) o bien utilice la desigualdad de
Cauchy-Schwarz con

(2 7 v 7h) ¥

Va+b,vVb+c,\e+d,d+a).
Solucién 3.32 Seanx =b+c—a,y=c+a—byz =a+b—c. La semejanza
entre los triangulos ADE y ABC nos da que

DE  perimetro de ADE 2z
a  perimetrode ABC  a+b+c

z(y+2)
T+y+z =

Luego, DE = 2%;—2 es decir, la desigualdad es equivalente a ver que

W. Utilice la desigualdad MG — M A.

Solucion 3.33 Tome F sobre AD con AF = BC'y defina E’ el punto de
interseccién de BF con AC. Use la ley de los senos en los tridngulos AE'F,
BCFE'y BDF, para obtener

EC sen BCsenB senB FD EC

AFE' _ AFsenF  sen E sen ' BD AE

entonces, £/ = E.

Considere después, a GG sobre BD con BG = AD y a H la interseccién de GE
con la paralela a BC por A. Use que los tridngulos ECG y FAH son semejantes,
y el teorema de Menelao en el tridngulo C'AD, con transversal EF'B, para
concluir que AH = DB. Tendrad ahora que BDAH es un paralelogramo, que
BH = AD y que BHG es isésceles con BH = BG = AD > BE.

Solucién 3.34 Observe que ab + bc + ca < 3abe si y sélo si % + % + % < 3.
Como

11 1
b e
(a+ +c)(a+b+c>_9.
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debe tenerse que (a + b+ ¢) > 3. Entonces

3(a+b+c) < (a+b+c)
_ <a3/2a’1/2+b3/2b’1/2+c3/2c’1/2>2

1 1 1

< b -4+ -4 -

< (®+ +c)< +b+c>

< 3@+ +¢7).
Solucién 3.35 Tome y; = -*5, para i = 1,2,...,n, y suponga falsa la
desigualdad, es decir,

1 1
>n—1.

+ +ot
1+y 1+ 14y,

Luego

>Z( 1+y> Z yj

J#i

> <n—1>n\1/ ylyAy ,
(T+y1) (T +wi) (1 +yn)

donde y1 - - - 9; - - -y, €s el producto de las y's salvo la y;. Entonces

1

1ty (Lty) (T+yn)

y esto ultimo lleva a que 1 > x1 - - - x,, que es una contradiccidn.

Solucion 3.36 Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz con las colecciones

(\/ TR x") (V/ZT1Y1, - - -, \/Tnyn) para garantizar que

(T1 4 +a,)’ = ([@Jr \/jisz

yl Yn

Ahora use la condicién »  x;y; < > x;. También puede resolverse usando la
desigualdad dtil (1.11).
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Solucién 3.37 Como abc = 1, tenemos que (a — 1)(b—1)(c—1) =a+b+
— (2 + ¢+ 1), Andlogamente,

1 1 1
(@ =D =1)(""=1)=a"+b"+ " — < +b_"+_">'
La afirmacién se sigue del hecho de que el lado izquierdo de cada una de las
identidades tiene el mismo mismo signo.

Solucién 3.38 Haga la demostracién por induccién en n. El cason = 1 es
claro. Suponga el resultado cierto para n y vea que es valida la desigualdad para
n+ 1.

Como se tiene que n < Vn2 +i<n+1, parai =1,2,...,2n, sucede que

{\/n2+i}:\/n2—|—i—n<\/n2+i+<2i> —n= .
n

2n
Luego
(n+1)2 n? (nJFl) n2 -1 1 2n
> {Vit= {J > Vit X
J=1 J=1 =n2+1 i=1
_ (41?1
2

Solucién 3.39 Vea la contrarreciproca, esto es, 2 + y> > 2, implica que

22+ < 2349y, La desigualdad entre medias potenciales \/ﬂ;yz < {’/ﬁ;ys,
implica que

.1‘2 _|_y2 < (.1‘3 +y3)2/3\3/§ < (.1‘3 —|—y3)2/3(£€3 +y3)1/3 — 1133 —i—y3.

2 4 _

Luego 22 — 23 < 3 — y? < y* — 93, La dltima desigualdad se debe al hecho
que y*(y — 1)* > 0.
Segunda Solucién. Como (y — 1)2 > 0, se tiene que 2y < y? + 1, luego
23 < y* + 9% Luego, 23 + 17 < 22+t + 9% —y® < 22 + 9% ya que
w3 4yt <+t

Solucion 3.40 La desigualdad es equivalente a

1 1

(o—x1)+ ————+ (1 —22) + -+ (Tp—1 — ) + ———— > 2n.
(zo — 1)
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Solucién 3.41 Como %?’b > Vab3, % > Vbt y CJQ% > V/ca2, tenemos
que

<D
Cﬂ‘\l

(a +3b)(b+ 4c)(c + 2a) > 60a12 12h30

2 1
Ahora, muestre que c15 > aizbo o, equivalentemente, que ¢® > a’b3.

Solucién 3.42 Se tiene una equivalencia entre las siguientes desigualdades,

7(ab+ bc+ ca) <2+ 9abe
& T(ab+be+ ca)(a+b+e) <2(a+b+c)+9abe
& a*bt+ab® +b’c+bc +Patca® <2+ b7+ ).

Para ver la validez de la dltima desigualdad, use la desigualdad del reacomodo
o la desigualdad de Tchebyshev.

Solucién 3.43 Sea E la interseccién de AC'y BD. Los triangulos ABE y
DCFE son semejantes, entonces

|AB—-CD|  |AB]
|AC — BD| ~ |AE — EBJ’

Usando la desigualdad del tridangulo en ABE, se tiene que % >1ly

concluya entonces que |[AB—CD| > |AC— BD|. Andlogamente, |AD—BC| >
|AC — BD|.

Solucién 3.44 Muestre, que siempre se tiene que a1 +---+a; > j(j;r;l)an, para
j <n, de la siguiente forma. Primero pruebe que la desigualdad es valida para
j =mn, es decir, a1+ - +a, > Han‘ use el hecho de que 2(a; +---+ay) =
(a1 + ap—1) + -+ + (ap—1 + a1) + 2a,. Luego, pruebe que si b; = %

entonces by > by > --- > b, > %= (para probar por induccién que b; > bj1,

necesitamos probar que, b; > C;le lo cual se sigue de la primera parte para
n=j+1).
o j(j+1
Damos otra demostracién de ay + --- + a; > 3(32: )an, nuevamente usando
induccioén. Es claro que
ay > aj
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Ahora bien, supongamos que la afirmacién es vélida paran =1, ..., j, es decir,
a = ai
a2
a1+ = = a
2
a9 CLj.
ar+—=+-+—= = aj.
2 J

Sumando todas las desigualdades anteriores se tiene
. . a a;
ja1+(j—1)32+---+7? > ay+ - +aj.
Sumando de ambos lados la identidad

a LQa;
a1+2§+---+37?:aj+---+a1

se tiene que

. a a; .
(j+1) <a1 + 52 +- 7j> > (a14aj)+(az+aj_1)+---+(aj+ar) > jaji.

Luego,

as aj j
- — > Y Qia.
a1+2+ —i-j j lag+1

Finalmente, sumando %' en ambos lados de la desigualdad, terminamos el

j+1
Gltimo paso de la prueba por induccién.
Ahora,
a a 1 i ayg 1
2 n f— [— o . —_——_—— o . .
mt ot = (ot +an)+]zl<j j+1>(a1—|— + a;)

1 (n(n+1) = 1 jG+n
n( 2n an>+;j(j—l—l) on  m T
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Solucién 3.45

4 2
_ 2
xX; = Z; +2 XTily
1<i<n 1<i<n 1<i<j<n
> 4 E x; 2 E Tl
1<i<n 1<i<j<n
_ 2 o
= 38 E T; E T
1<i<n 1<i<j<n
2 2
= 8 ) auj(af+---+a7)
1<i<j<n
2 2
> 8 E riwj(v; + x5).
1<i<j<n

Para la primera desigualdad se aplica la desigualdad MG — M A.

Para determinar cuando la igualdad ocurre, note que en el tltimo paso dos de
las x; deben ser diferentes de cero y las n — 2 restantes iguales a cero; ademas,
en el paso en el que se usé la desigualdad MG — M A, las x; diferentes de cero
deben ser iguales. Se puede comprobar que, en tal caso, la constante C' = % es
la minima.

Solucién 3.46 Sea ¢/a = z y Vb = y, necesita mostrar que (22 + 32)% <
2(x3 + y3)?, para z, y > 0.
Por la desigualdad MG — M A tenemos

3:1:43/2 < 2%+ x3y3 + x3y3

322yt < o8 + 23y® + 2347,

con igualdad si y sélo si 2° = 2333 = 5 o, equivalentemente, si y sélo si z = y.

Sumando estas dos desigualdades y sumando z% + 4% a ambos lados, obtendra
2% + 98 + 32%y% (2 + y?) < 2(2° 4+ y° + 22%%).

La igualdad ocurre cuando x = y, esto es, cuando a = b.

Solucién 3.47 Denote por S el lado izquierdo de la desigualdad. Como a >
b>cyx >y >z por ladesigualdad del reacomodo obtiene bz +cy < by +cz,
entonces

(by + c2)(bz + cy) < (by + c2)? < 2((by)* + (c2)?).
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2

Defina a = (ax)?, 8= (by)?, v = (cz)?, luego,

CL2$2 CL2$2 (@

by +c)(bz +op) ~ 202 + (@2 2B +7)

Sumando las otras dos desigualdades similares, obtendra

1/ « p Y
S> = :
2<ﬁ+7+7+a+a+ﬁ>

Para terminar la demostracién use la desigualdad de Nesbitt.

Solucion 3.48 Si XM es una mediana en el tridngulo XY Z, entonces,
como resultado de utilizar el teorema de Stewart, X M2 = %XY2 + %XZ2 —
%YZQ. Sustituya (X,Y,Z, M) por (A,B,C,P), (B,C,D,Q), (C,D,A,R)y
(D,A,B,S) en esta férmula y sumando las cuatro ecuaciones obtenidas, se
tiene una quinta ecuacién. Multiplicando ambos lados de la quinta ecuacidn
por 4, encontrard que el lado izquierdo de la desigualdad deseada es igual a
AB? 4 BC? 4 CD? + DA% + 4(AC? 4+ BD?). Luego, es suficiente mostrar que
AC? 4+ BD? < AB? + BC? 4+ CD? + DA?. Esta desigualdad es conocida como
la “desigualdad del paralelogramo”. Para demostrarla, sea O un punto arbitrario
en el plano y, para cada punto X sea x el vector de O a X. Desarrolle cada
uno de los términos en AB? + BC?+CD?+ DA? — AC? — BD?, por ejemplo,
escribiendo
AB? = |a —b* = |a|* — 2a - b+ |b]?

y encontrard que esta expresion es igual a
la> + b2 + |c|* +|d]* = 2(a-b+b-ct+c-d+d-a—a-c—b-d)

=la+c—b—d?>0,

con igualdad si y sélo si a + ¢ = b+ d, esto es, si el cuadrilditero ABCD es un
paralelogramo.

Solucién 3.49 Defina A = 22 +y?+22, B = vy +yz+zz, C = 2%y> +9%2° +
2?22, D = xyz. Entonces 1 = A+ 2B, B? = C+2zxyz(z+y+2) = C+2D,y
rt 4yt 42t = A2 -2C =4B?>-4B+1—-2C = 2C — 4B +8D + 1. Entonces,
la expresién del centro es igual a

3—2A+(2C —-4B+8D +1)=2+2C+8D > 2,

con igualdad si y sélo si dos de las variables z, y, z son cero.
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Ahora, la expresién de la derecha es igual a 2+ B + D. Luego, se tiene que
demostrar que 2C +8D < B+ D o B —2B? — 3D > 0. Utilice la desigualdad
de Cauchy-Schwarz para obtener A > B, luego B(1 — 2B) = BA > B2
Entonces es suficiente demostrar que B2—-3D =C —-D > 0. Pero C >
xyyz + yzzx + zexxy = D lo cual se deduce de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz.

Solucién 3.50 Suponga que a = £, b = £, ¢ = Z. La desigualdad es

equivalente a
(z_Hf) (L-1+5) (Z-1+Y) <,
Y y/) \z z/) \x x

que se reescribe como (z + 2z —y)(x +y — 2)(y + 2 — x) < xyz. Esta ltima es
vélida si z, y, z son las longitudes de los lados de un tridngulo. Vea el ejemplo
2.2.3.

Falta considerar el caso en que algunas de las variables u = z 4+ 2z —y, v =
r+y— 2z w=1y+ z— x sean negativas. Si una o tres de ellas son negativas
entonces el lado izquierdo es negativo y la desigualdad es evidente. Si dos de los
valores u, v, w son negativos, por ejemplo u y v, entonces también u 4+ v = 2x
es negativa; pero x > 0, pero esta Ultima situacién no es posible.

Solucién 3.51 Note primero que abc < a + b + ¢ implica que (abc)?
(a+b+c)? < 3(a® +b? + %), donde la (ltima desigualdad se sigue de la
desigualdad (1.11).

Por la desigualdad MG — M A, a®>+b?+c* > 33/ (abc)?, luego (a®+b*+c2)3 >
33(abc)?. Por lo tanto (a? + b? + ¢?)* > 3%(abe)*.

IN

Solucién 3.52 Por la desigualdad MG — M A,
(a+b)(a+c)=ala+b+c)+bc>2v/abc(a+ b+ c).

Segunda Solucién. Definaz =a+b, y=a+0b, z=b+c, tendrd que x, y, 2z

son las longitudes de los lados del tridngulo XY Z, ya que a, b, ¢ son positivos.

Entonces, por la férmula del area del tridngulo de la seccién 2.2 la desigualdad

es equivalente a %/ > (XY Z) . Ahora, use que el drea del tridngulo con lados
zy

de longitud z, y, z es menor o igual a 3.

Solucién 3.53 Como z; > 0, entonces x; — 1 > —1. Luego, puede usar la
desigualdad de Bernoulli para toda i, y obtener

(14 (i = 1) > 1+i(a; — 1),
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Sumando estas desigualdades para 1 < i < n, obtendra el resultado.

Solucién 3.54 Restando 2, se obtiene que las desigualdades son equivalentes

a

(a+b—c)la=b+c)(—a+b+c)
abc

La desigualdad de la izquierda es ahora obvia. La desigualdad de la derecha es

el ejemplo 2.2.3.

0< <1.

.. . a ad/3
Solucién 3.55 Si muestra que LT 2 AT

obtener el resultado. Esta Ultima desigualdad es equivalente a

serd claro como

2
<a4/3 +b 04/3) > a?/3(a® + 8bc).
Aplique la desigualdad MG — M A en cada factor de
(a4/3 I b4/3 n 04/3)2 B <a4/3)2 _ <b4/3 n 04/3) (a4/3 Ll b4/3 n 04/3) ‘

Otra forma de resolver el problema es la siguiente, considere la funcién f(z) =

ﬁ; esta funcién es convexa para x > 0 (f"(z) = 4\2—5 > 0). Para 0 < a, b,

c<1, cona+b+c=1, se tiene que % +%+% > m. Aplicando
estoa z = a?+8bc, y = b2 + 8ca 'y z = ¢® + 8ab (antes multiplique por un
factor para tener la condicién a + b+ ¢ = 1), obtendra
a b c 1
+ + > .
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 +8ab Va3 + b3+ 3+ 24abe

Use también que,

(a+b+c) =a*+ b+ +3(a®b + a’c + b*a + b*c + cta + c*b) + 6abe
> a + b + ¢ + 24abe.

Solucién 3.56 Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz Y a;b; < /> a24/> b2,
x;
I+af+ad+-+a?’

T T2 Tn 2
+ +o < vy /S B
1+a22 1422 + 23 1—1—:1:%—1—---4—3:%*\/_ ZZ

Luego, es suficiente demostrar que Eb? < 1. Parai =1, use que b? <

1
l1——.

cona; =1, b, = se tiene que

Ty
1+$%



206 Soluciones a los Ejercicios y Problemas

Observe que para i > 2,

b2:< i )2 - 7
' 1+ai4- +a? (I4+23+---+22)?
z
(I+af+-- 422 DA+ai+-+aF)

B 1 1
(42t +4a2r ) (T+al+ ot a?)
2

Para i = 1, use que b% < 142% =1- ﬁ

Sume las desigualdades, la suma de la derecha es telescdpica, por lo que,

n

2
Z; 1
b2 = L <1-— < 1.
2.0 ;<1+x%+---+x§> T 1424 4a?

Soluciéon 3.57 Como sélo existen dos valores posibles para «, 3, v, los tres
deben ser iguales, o dos iguales y uno diferente de los otros dos. Por lo tanto,
hay dos casos a considerar.

(1) @ = 8 = ~. En este caso, se tiene que a + b+ c =0, y por lo tanto

BB+ (B (a+b)?)
abe N —ab(a + b)

(a+b)%—a+ab—b?\" 3ab\?
= =(— ] =09
ab ab
(2) Sin pérdida de generalidad, puede suponer que o = 3, v # «, entonces
c=a+by

A+ +c B+ +(a+b)?  (a+b)*+a*—ab+b?
abe B ab(a +b) B ab
2a? + 20 + ab a b
= = T2 T (=42 )+1.
ab b a

Si a y b tienen el mismo signo, vea que esta expresién no es menor que 5, y su

cuadrado es, por lo tanto, no menor a 25. Si los signos de a y b no son el mismo,
. b b b 2

se tiene ; + < =2, porlotant02(%+5)+1 < -3y (2(%+5)+1) > 9.

Entonces, el valor posible mas pequeiio es 9.

Solucién 3.58 Use la desigualdad MG — M A, para ver que —b(a1+b) + —C(bﬂ_c) +
a(Ci*a) > % donde X = Vabe, Y = ¢/(a+b)(b+c)(c +a). Use MG—MA
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nuevamente, para obtener que X < %b*'c yY < 2%”6. Luego, % >

%) wroree

Solucién 3.59 La desigualdad es equivalente a a*+b*+c* > a?be+b*ca+c2ab,
que se sigue directamente del teorema de Muirhead, ya que [4,0,0] > [2,1, 1].
Segunda Solucidn.

ad@ 3 a* bt ct

bc  ca ab abc  abc  abc
(a® + b% + c2)?
3abc
(@a+b+c)*  [fa+btc\’ (a+b+e)
27abc _< 3 )
> (abc)(LlH_C):a—Fb—Fc.

abe

v

>

abc

En las primeras dos desigualdades aplicamos la desigualdad (1.11), y en la dltima
desigualdad aplicamos la desigualdad MG — M A.

Solucién 3.60 Considere a f(x) como f(x) = . Como f"(z) = ﬁ > 0,
f(x) es convexa. Usando la desigualdad de Jensen se obtiene f(z) + f(y) +

f(z) > 3f(%). Pero f es creciente para x < 1, y la desigualdad MG— M A
le ayudard a probar que % > 3/xyz, se tiene f(%) > f(xyz).

Solucién 3.61
a —i—l b —i—l c +l -1
b+c 2 c+a 2 at+b 2,

es equivalente a (2a+b+¢)(2b+c+a)(2c+a+b) >8(b+c)(c+a)(a+b).
Ahora, observe que (2a+b+c¢)=(a+b+a+c)>2y/(a+b)(c+a).

Soluciéon 3.62 La desigualdad del problema es equivalente a la siguiente des-
igualdad

(a+b—c)a+b+c) N b+c—a)b+c+a) N (c+a—->b)(c+a+1b)

>0,
c? a? b2 -

la cual a su vez es equivalente a (a;b)g + (b;f)g + (ch2a)2 > 12. Como (a+b)? >
4ab, (b+c)? > 4bcy (c + a)? > 4ca, se tiene que

(a+b)? n (b+c)? N (c+ a)? S 4ab n 4bc . dca S 197 (ab)(bc)(ca)

=12.
c? a? b2 e a? 2 - c2a2b?
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Solucién 3.63 Por la desigualdad MG — M A, 2% 4 /2 +\/z > 3z. Sumando
desigualdades similares para y, z, se obtiene 22 +y% + 22 +2(\/z + VI+Vz) >
z+y+z)=(@+y+2)?=a?+y>+22+ 2y +yz+z22).

Solucién 3.64 Multiplicando por vabe la igualdad 1 = % + % + % se tiene
vabe = \/a—cb + % + \/%. Entonces, es suficiente demostrar que v/c + ab >
\/E—i-\/%b. Elevando al cuadrado la dltima desigualdad es equivalente a c+ab >
c+2+2Vaboc+ab>c+ab(l—L—1)+2vVaboa+b>2Vab.

Solucién 3.65 Como (1—a)(1—-b)(1—c) =1—(a+b+c)+ab+be+ca—abe
y como a + b+ ¢ = 2, la desigualdad es equivalente a

1
0<(1l-a)(1-b)1-c) < 5.

Pero a < b+ c = 2 — a implica que a < 1y, andlogamente, b < 1y c < 1,
entonces la desigualdad de la izquierda es verdadera. La otra desigualdad se
sigue de la desigualdad MG — M A.

Solucién 3.66 Es posible construir otro tridngulo AA; M, de lados AAy, A1 M,
M A de longitud igual a las medianas mg, my, M.

A

B A, ¢

Ademis, (AA1M) = 3(ABC). Entonces la desigualdad que se tiene que de-
mostrar es,
V3

(AA M)

Ahora, la dltima desigualdad serd verdadera si la siguiente desigualdad se sa-
tisface para las longitudes de los lados de un tridngulo a, b, ¢ y drea S, es
decir,

1 1 1
+

4
MaMyp  MpMe McMMg

3
<2
4

1 1+1<3\/§,
ab  bc  ca — 4S5
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la cual es equivalente a

b
43S < —abe
a+b+c

que a su vez es el ejemplo 2.4.6.

Solucién 3.67 Sustituya cd = ﬁ y da = b—lc entonces el lado izquierdo de la

desigualdad se convierte en

1+ab 1+ ab 1+ bc 1+ be
1+a ab + abc 1+0 be + bed

1 1 1 1
~ (1 145 .
( +ab)<1+a+ab+ab0)+( + C)<1+b+bc+bcd>

4
r+y

(4.8)

Ahora, use la desigualdad % + % > , para obtener

1 + (1 4 be) 1
C
1+a+ab+ abc 1+ b+ bec—+ bed

(Lado izquierdo) > (1 + ab)

_ 4 1+ ab 1+ bc
- l+a+ab+abc 1+b+be+ bed
B 4< 1+ ab a + abc >_

1+a+ab+abc a+ ab+ abc + abed

Solucién 3.68 Por el teorema de Stewart se tiene que

2
12 = be (1 — <b—(|l—c> > = (bj)_CC)Q((b—Fc)2 —a?) < i((b—i—c)2 —a?).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

lo4+0h+1)% < 3(12+12+12
b c
< Z((a—l—b)Q—i-(b—l—c)Q—i-(c—i-a)Q—a2—b2—02)

3
= Z(a+b+c)
4
Soluciéon 3.69 Como ﬁ = ﬁ la desigualdad es equivalente a
1 1 1 2 2 2

> + + .
b+c+c—|—a+a—|—b_ 2a+b+c 2b+a+c 2c+a-+bd
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Ahora, use que + +1 > _4

p y = 17—+y' para ver que,

5 1 N 1 n 1 S 4 n 4 N 4
b+c c¢c+a a+b)  a+b+2c b4+c+2a cH+a+2b
lo cual muestra la desigualdad.

Solucién 3.70 Podemos suponer que a < b < c. Entoncesc<a+by

V2 V2 V2
= Forira> Lo = vz ree

Como a < b, se tiene que
a\”™ n n—14 L | e
(b + 5) = b0"+nd 3 + otros términos positivos
> b4 gab"*1 > b+ "

Andlogamente, ya que a < ¢, se tiene (c+ 5)" > " + a"; por lo tanto

2
(@ + b))% + (0" + )7 + (" +a™)r < b+g+—\§+c+g
2 2
- a+b+c+7\/_:1+7\/_.

Segunda Solucién. Recuerde que, a, b, ¢ son las longitudes de los lados de un

tridngulo si y sélo si existen nlimeros positivos x, y, z cona =y+2, b = z +x,

c=xz+y. Como a—+b+c=1, se tiene quex+y+z:%,

Ahora, use la desigualdad de Minkowski
1 1 1
n m n m n m
<Z(33i -I-Z/z‘)m) < <Z$2n> + (Z yé“) ,

i=1 i=1 i=1

para obtener
1 1 1 1 n
@+ =((y+2)"+ (z+2)")n < (2" +y")n + (22")7 <c+ V22,

Andlogamente, (b" + c”)% <a+2zy (" + a”)% < b+ {/2y. Por lo tanto,

n V2
(@ +b")n + (B +c™)n + (" +a™)w < a+btet V2a+y+z) = 1+Tf.
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Solucién 3.71 Note primero que si restringe las sumas con ¢ < j, entonces
ellas suman la mitad. La suma de la izquierda estd elevada al cuadrado y la
suma de la derecha no, entonces la desigualdad deseada con sumas restringidas
ai<j, tiene (1/3), en lugar de (2/3), en el lado derecho.

Considere las sumas de todos los |z; — .1‘j|, con ¢ < j. El término x; aparece
en (n — 1) términos con signo negativo, zo aparece en un término con signo
positivo y en (n — 2) términos con signo negativo, etc. Entonces, se obtiene que

—(n—1)z1—(n—=3)za— (n—5)ag— -+ (n—1)a, = 2(22'— 1—n)x;.

Ahora, puede usar la desigualdad Cauchy-Schwarz para mostrar que el cuadrado
de esta suma es menor que > 22> (2i — 1 —n)2.

Analizando la suma del otro lado de la desigualdad deseada, observe inmediata-
mente que es n Y 27 — (3" z;)%. Nos gustaria desaparecer el segundo término,
pero esto es facil, ya que si suma h a cada z;, las sumas en la desigualdad
deseada no se afectan, ya que ellas usan sélo diferencias de z;. Luego, puede
escoger h tal que ) x; sea cero. Luego, la demostracién se termina si se puede

mostrar que > (2 — 1 —n)? = LHZ_I).

Y @i-1-n)? = 4y & —4n+1)Y i+n(n+1)?
_ gn(n +1)(2n+ 1) = 2n(n + 1)> + n(n + 1)
_ %n(n +1)(2(2n +1) = 6(n +1) +3(n + 1))

= Sn(n? - 1),

Con lo que se obtiene la desigualdad que se queria.

Segunda Solucidn. La desigualdad es del tipo de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, y como el problema pide que serd igualdad cuando x1, z3, ... , x,
sea una progresién aritmética, es decir, cuando x; — x; = r(i —j), con r > 0,
entonces considere la siguiente desigualdad, ya garantizada por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz,

Z?J

2
S oli—gllay =l | <D (@i—a)?> (- )%
i,j i,J

Aqui esta asegurado que la igualdad se da si y sélo si (x; — z;) = (i — j), con
r > 0.
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SN2 2 2 2 _ n’(n®-1)
Como > (i—j)*=(2n—2)- 1"+ (2n —4)-2°+ - +2- (n—1)° = —F%—.
7]
Bastard mostrar que >_[i — j||zi —x;] = § > | — ;[ Para ver que esto
7] 7]
altimo sucede, compare el coeficiente de x; en cada lado. En el lado izquierdo

se tiene
(i—1)+@G—2)++G—(—1)—((t+1) =)+ ((i+2)—i)+---+(n—1)) =

(i—-1)i (m—dm-—t+1) n@i-n-1)
2 2 N 2 '
El coeficiente de x; en el lado derecho es,

Z1+Z—1 :% z—l)—(n—i))zw.

1<j j>i

Como son iguales se termina la prueba.

Solucién 3.72 Sean z,41 = 71 Y T2 = To. Defina

€Ly

a; = y bi=xi+miy1 +rige i€ {l,..,n}

LTi4+1

Es claro que
n n n
i=1 i=1 i=1

La desigualdad es equivalente a

n
a; _ n?
_2_
3

=1 g

Usando la desigualdad MG — M A, puede deducir que

1 n
_Zbiz Voy-o-b, &
i3

Por otra parte y usando nuevamente la desigualdad MG — M A, se obtiene

1
> b o =2y
-

Slw

. 2
DL va - n__.n
~ bi b b by bnbe 3
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Solucién 3.73 Para cualquier a nimero real positivo a —l—é > 2, con igualdad
si y sélo si a = 1. Como los nimeros ab, bc y ca son no-negativos, se tiene

P(x)P <l> = (az® +bx +¢) (a% + b% + c>

X
2 2 2 1 1 2 1
= a+b+c+tablz+— | +be|lx+—-|+calz”+—
X X X
> a®+b? + ¢+ 2ab + 2bc + 2ca = (a + b+ c)? = P(1)2

La igualdad se tiene si y sélo si z =1 0 ab = bc = ca = 0, que por la condicidn
a > 0, implica que b = ¢ = 0. Consecuentemente, para cualquier nimero real

positivo x, se tiene

PP (1) = ()

T

con igualdad siysélosiz =10b=c=0.
Segunda Solucién. Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para obtener

P(x)P e) = (az® +bx+c) (a% - bé - c>
= ((Var? + (VB + (Vo)) (i) ¥ (%) oy

v

2
<\/axg + \/E% + \/E\/E> =(a+b+c)? = (P(1))>%

Solucién 3.74
a?(b+c) + b*(c+a) + c*(a+b)

(a+b)(b+c)(c+a)

>3
— 4

a’b + a’c + b%c + b%a + a + b 3

> 2
2abc + a2b + a?c + b2c + b2a+ cZa+c2b ~ 4

& a’b+a’c+ bPe+b2a+ ta+ b > 6abce

< [2,1,0] > [1,1,1].

La dltima desigualdad se sigue del teorema de Muirhead.
Segunda Solucién. Use la desigualdad (1.11) y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz.
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Solucién 3.75 Use la desigualdad MG — M A en cada denominador, para
obtener
1 n 1 n 1 S 1 n 1 n 1
1+2ab 1+4+2bc 1+4+2ca " 1+a2+02 1+b62+c2 1+c2+a?

Ahora, usando la desigualdad (1.11), se obtiene

2
1 1 1 L (4141 9

p— :1.
1+a2+b2+1+b2+02+1+62+a2_3+2(a2+b2+02) 3+2-3

Solucién 3.76 La desigualdad es equivalente a cada una de las siguientes
desigualdades

it 3@ty +2) > =P+ 2By + P+ P+ Py + 2B

Baty+2)+i@ry+a)+2@+y+2)+3@+y+2)>0

(x+y+2)(2® + 93+ 23 = 3zyz) > 0.

La identidad (1.9) muestra que la tltima desigualdad es equivalente a (z +

Y+ 22((@ -yt (y— 22+ (z—2)2) > 0. ;

Solucién 3.77 Sean O y I el circuncentro y el incentro de un tridangulo
acutangulo ABC, respectivamente. Los puntos O, M, X son colinealesy, OCX
y OMC son triangulos rectangulos semejantes. De donde se tiene

oc _ou
OX 0C’

Como OC = R = OA, se tiene % = %. Luego, OAM y OX A son seme-

jantes, entonces % = OTM.

Ahora es suficiente mostrar que OM < r. Compare los angulos ZOBM vy
ZIBM. Como ABC es acutdngulo, O y I son puntos interiores de ABC.
Ahora, se tiene que ZOBM = 5 — /A = $(/A+ /B + ZC) — LA =
%(AB +/4C - ZA) < % = /IBM, donde la desigualdad se sigue ya que
/C < /A. Andlogamente, se tiene que ZOCM < /ICM. Luego, el punto O
es un punto interior de IBC, de donde OM < r.

Solucién 3.78 Defina a = 22, b = y?, ¢ = 22, la desigualdad es equivalente a
28 + y6 + 25> x4yz + y4za: + z4a:y.

Esto se sigue del teorema de Muirhead, ya que [6,0,0] > [4,1,1].
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Solucion 3.79 Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para ver que /xy +

2= T SY+VavzE < Vet aytz = ay+z(z+y+z) = Jay Tz
Andlogamente, /yz +z < \Jyz+x y Vzx +y < +v/zz + y. Por lo tanto,

Vey+z+Vyz+z+vVze+y > Jry+Vyz+vVze+x+y+ 2.

Solucion 3.80 Por el ejemplo 1.4.11, se tiene que

(a+b+c)a?+ b+ c?)

A+ +S3> 3

Ahora,
3,33, 3 atbt+c) o 19 o _ s
a’+b>+c’ > s (a®+b°+c*) > Vabc(ab+bc+ca) > ab+bc+ca,

donde se utilizaron la desigualdad MG — M A y la desigualdad Cauchy-Schwarz.

Solucién 3.81 Use el ejemplo 1.4.11, obtendrd (a + b + ¢)(a? + b% + ¢?) <
3(a + b2 + ¢3), pero si por hipétesis (a + b+ ¢)? > 3(a® + b® + ¢?) entonces
a+ b+ c < 1. Por otra parte,

4(ab +bc+ca) — 1 > a® +b* + ¢* > ab+ be + ca,
por lo tanto 3(ab + bc + ca) > 1. Como
1<3(ab+bc+ca) < (a+b+c)? <1,

se obtiene a + b+ ¢ = 1. Consecuentemente, a+b+c =1y 3(ab+ bc+ ca) =

2 - .1
(a+0b+c)? locual implicaa =b=c= 3.

Solucién 3.82 Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene
(|a| + 6] + |c))? < 3(a® +b* + ¢*) = 9.
Luego, |a| + |b] + |¢| < 3. De la desigualdad MG — M A se tiene
a’ + b2+ > 3W

por lo que |abc| < 1, que implica —abc < 1. La desigualdad requerida es
obtenida entonces por adicién.

Solucién 3.83 Note que
OA, (0OBC) OB-0OC-BC 4R

AA; ~ (ABC) AR, "AB-AC - BC’




216 Soluciones a los Ejercicios y Problemas

Luego, se tiene que demostrar que
OB-0OC-BC+0OA-OB-AB+OA-0OC-AC > AB-AC - BC.

Considere las coordenadas complejas O(0), A(a), B(b), C(c) y obtenga

b1l 1b— ] + Jal - o] - |a = b] + lal - el - e — al = la = b] - |b— | - |c — .

Es decir,

b?c — ¢?b| + |a®b — b2a| + |2a — a®c| > |ab® + bc? + ca® — a®b — b?c — Pal,

lo cual es obvio por la desigualdad del tridngulo.

Solucién 3.84 Sea S = {i1,i1+1,...,j1,02,i2+1, ..., j2, ..., %p, ..., Jp } €l orden
de S, donde ji < igqq para k =1,2,...,p—1. Defina S, = a1 +az +--- +ap,
So = 0. Entonces

ZGZ—S _1+Sjp71 _Sip,1—1+"'+sj1 _Sil—l
S

Z (ai+"-+aj)2= Z (SZ'—S]')Q.

1<i<j<n 0<i<j<n
Es suficiente demostrar una desigualdad de la forma

p

e L S D DI CTE S DR DL )

1<i<j<p i=1

ya que esto significa olvidar los mismos términos no-negativos en la expresién
de la derecha de la desigualdad dada. Entonces la desigualdad (4.9) se reduce a

p

4 Z zizj < (p —1)2 z3.

1<:<j<p =1
j—1i par
Esto puede ser obtenido sumando las desigualdades de la forma 4z;2; < 2(ac +

x?) i < j, j—1i=par (para i impar en la desigualdad, x; aparece {7’2—1} veces

y para ¢ par, x; aparece [%’] — 1 veces).

Solucién 3.85 Sean x = a+ b+ ¢, y = ab+ bc + ca, z = abc. Entonces
a?+ b2+ =02 2y, a?b? + b2 + 2a? = y2 — 22z, a?b?2 = 22, luego, la
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desigualdad se convierte en 22 + 2(y? — 222) + 4(z% — 2y) + 8 > 9y, es decir,
22+ 2y —4xz+42% — 17y +8 > 0. Ahora como a? +b%+c% > ab+bc+ca =y
se obtiene 2% = a® + b + ¢* + 2y > 3y.
También,
A + 02 + a® = (ab)® + (be)? + (ca)?
> ab-ac+bc-ab+ ac-be
= (a+b+c)abc = xz,

luego, y2 = a2 + b2 + 2a? + 22z > 3xz. De donde,

2 8 10
22427 —dxz+ 422 — 1Ty +8 = (z—g) +§(y—3)2+3(2—3xz)
35

+ 5@ =3y) >0,

como era requerido.
Segunda Solucidn. Desarrollando el lado izquiedo de la desigualdad, se obtiene
la desigualdad equivalente

(abe)? + 2(a®b? + b2 + ?a®) + 4(a® + b* + ) + 8 > 9(ab + be + ca).

Como 3(a? + b% + ¢2) > 3(ab + bc + ca) and 2(a?b? + b2c? + c?a?) + 6 >
4(ab + be + ca) (ya que por ejemplo, 2a%b? + 2 > 4V a2b? = 4ab), es suficiente
mostrar que

(abc)? + a* + b* 4+ ¢* +2 > 2(ab + be + ca).

La parte (i) del ejercicio 1.90 nos dice que es suficiente probar que (abc)? +2 >
3V a2b2c2, pero esto se sigue de la desigualdad MG — M A.

Solucidén 3.86 Escriba
3 ./ 1 3 i/1 + 6a2be + 6b2ac + 6c2ab
Ry _ b = — =
{’/ﬁ\/abc +6(a+b+c) 7 s

_ 3 i/l + 3ab(ac + be) + 3be(ba + ca) + 3ca(ab + be)
3 abe

9

y considere la condicién ab + bc 4+ ca = 1, para obtener

3 {,/1 + 3ab — 3(ab)? + 3bc — 3(bc)? + 3ca — 3(ca)?
3 abe

_ 3 74 — 3((ab)2 + (bc)? + (ca)?)
B

abc
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Es fécil ver que 3((ab)? + (bc)? + (ac)?) > (ab + be + ac)? (use la desigualdad
de Cauchy-Schwarz). Entonces es suficiente probar que

B a3 o1
V3V abe ~ abc’

que es equivalente a (abc)? < 2—17 Pero esta ultima desigualdad es inmediata de
la desigualdad MG — M A

ab + bec + ca 3 1
e

(abc)? = (ab)(be)(ca) < ( 3

. . , . o . _ 1
La igualdad sedasiysélosia=b=c= 75

Soluciéon 3.87 Por simetria, es suficiente mostrar que t1 < ty + t3. Se tiene

=1 ti t
Doty s=nt Y <t—l+i>:

i=1 =1 "* 1<i<j<n N7

1 1 1 ti
| —+— ) +—(ta+t E 2+ 2.
n + 1<t —l-t)—l-tl(z-i- 3) + ('—’_ti)

t
2 (i)#(1,2),(13) 7
Usando la desigualdad MG — M A, se tiene

1 1 2 i  t;
— =) > ——, to+1t3>2/tal3, ¥y — + -L > 2, para todo i,j.
<t2 tg) Viaots t; t;
Luego, si a = t1/+/tats > 0y utilizando la hipétesis se llega a

2

n n
1 t N [n -n } 2
2 1 at3 9
n°+1 > t; — >n+2 +2 +2 — 2| =2a+—+n"—4.
Z,Z; ZZ,Z; tl \/t2t3 tl 2 a

De donde, 2a + % —5 < 0y esto implica 1/2 < a = t1//tats < 2, por lo
que t1 < 24/tot3. Una aplicacién mas de la desigualdad MG — M A, implica
t1 < 24/tots < to + t3, como se queria.

Solucién 3.88 Noteque 1+b—c=a+b+c+b—c=a+2b> 0. Entonces

1+1 1+b— b—
a\3/1—|—b—c§a< + +(3+ C)>:a—|—a 3ac'
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Andlogamente,

bc — b
bWl+c—a < b+ C3 “

) —cb
eV1+a—-0b < c—l—cagc.

Sume estas tres desigualdades, y obtendrd que

avV1l+b—c+bJ/1+c—a+cevVi+a—-b<a+b+c=1.

Solucién 3.89 Si alguno de los nimeros es cero o si un nimero impar de
nlimeros son negativos, entonces z129 - -- g < 0 y la desigualdad es obvia.
Por lo tanto, Gnicamente podemos tener 2 o 4 nldmeros negativos entre los
nimeros involucrados en la desigualdad. Supongamos que ninguno de ellos es
cero y que hay dos niimeros negativos (para el otro caso, cambie el signo de
todos los nimeros). Si y; = |z;| entonces, es claro que y? +y3 + -+ + y2 = 6,
Y1 +y2 =ys+ - +ys and that z122 -+ 26 = y1y2 - - Y.

De la desigualdad MG — M A se obtiene

2
y1y2 < <7y1 ;—w) = A2,

Ademds, la desigualdad MG — M A garantiza que

y3+y4+y5+y6>4: (y1+y2>4_iA4

< == =
Y3YayYsYe = ( 1 1 o4

Por lo tanto, y1y2 - - -y < 2—14A6.
Por otro lado, la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que,

2043 +y3) > (1 + y2)? = 442

AW + 93+ 2 +yd) = (ys +ya + s + ) = 442,
Es decir, 6 = y§ + y3 + --- +y5 > 2A% + A% = 342 y entonces y1y2...ys <
1 A6 <« 20 _ 1
2% =27 7 2
Solucién 3.90 Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz con (1,1,1) y (%, IE’, <)
para obtener

2 p2 2 a b c\?
221 (L 2 ) > (2472409
(12 +12 4 )<b2+02+a2 e
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La desigualdad MG — M A implica que § + 2 + £ > 3¢/4%¢ = 3, Juego

bea

a2 B S\ (a b ¢
b2 2 a?2) T \b ¢ a)’

Andlogamente, ¢ + g + 5 >34 % = 3. Por lo tanto,

a2+b2+02+a+b+ >34 +b+
22 b= '

Sumando % + g + % en ambos lados, se obtiene el resultado.

Solucién 3.91 Note que

242 2 1 1
CL;— :((1 CL"‘Q)"‘(CL"‘ )2\/(a2_a+1 CL+1 \/1+CL3

Después de sustituir en la desigualdad se tiene que demostrar que

—_

a? b2 2
@12 i@+ T @r@ty o3

Seax=a’ y=10% 2=c? luego ryz =64y

T Y z 1

G121  WrG1  Gid@Ld =3

si y sélo si

r(z+2)+y(@+2)+2(y+2)] = (z+2)(y +2)(2 + 2).
Ahora, 3(xy+yz+zz)+6(z+y+2) > xyz+2(xy+yz+za)+4(x+y+2)+8
siysélosi zy+yz+zx+2(x+y+z) > xyz+8 = 72, pero por la desigualdad

MG — MA setieneque x+y+ 2> 12y zy+ yz + zx > 48, lo cual concluye
la demostracién.

Solucién 3.92 Observe que

.’E5 o 1,2 1,5 o 1,2 a:2(y2 4 Z2)(1‘3 o 1)2

— = > 0.
B+y?+22 Bt +y?+22) B3P+ y?+22) (@ +y?+22) T
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Luego
5 _ .2 5_ .2
x5+ y? + 22 3(2? + 2 4 22)

T a2 4y? 422 T
1
Z(a:2 —yz) > 0.

z? + y? + 22
La segunda desigualdad se sigue del hecho de que zyz > 1, es decir, % < yz.
La dltima desigualdad se sigue de la ecuacién (1.8).

Segunda Solucién. Primero, observe que
N e e ol Gt o8 ) WO e ¥ i
b +y? + 22 zd + y? + 22 xd +y? + 2%

Ahora tiene que probar que
1 n 1 n 1 < 3
P +y?+22 2P+ 22422 a4ty T a2y 422

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

y como xyz > 1 entonces x>

-w—lg,zégyz, por lo que
(2 + 2+ 22?2 < (@ + 97+ 2wz + 92 + 22)
por lo tanto,

2 .2 Y2 +z? 2, 2
z° +y? + 22 (@2 +y? + 22)? (22 +y? 4+ 22)2 a2 4y? + 22

Solucidén 3.93 Inicie observando que

1 1 1
(14 abe) (a(b—l—l) tiern T c(a+1)> 3

l4+abc+ab+a 1+abc+bc+b 1+abc+ca+c
+ +
a(b+1) b(c+1) cla+1)
1+a b(c+1) 1+0b cla+1) 1+c a(b+1)

=) T xD) Ther) T lex) TelarD) T latn) 2O
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La dltima desigualdad se sigue después de aplicar la desigualdad MG — M A
para seis nimeros.

Solucién 3.94 Sea R el circunradio del tridngulo ABC'. Como ZBOC = 2/A,
/LCOA=2/By /ZAOB = 2/C se tiene que

(ABC) = (BOC) + (COA) + (AOB)
2
- R?(Sen 2A + sen 2B + sen 2C)

2
gR—3sen 2A + 2B + 2C
2 3
—R—23sen 2—7T —3\/§R2
2 3 ) 4

La desigualdad se debe a que la funcién sen x es céncava en [0, 7.

Por otro lado, como BOC es isésceles, la mediatriz OA’ de BC' es también bi-
sectriz del angulo ZBOC por lo que Z/BOA' = ZCOA’ = ZA; andlogamente,
/COB'=/ZAOB' = /By ZAOC' = Z/BOC' = /C.

En el tridngulo B’OC’ la altura sobre el lado B'C’ es % y B'C' = %(tanB +
tan C'), por lo que el drea del tridangulo B'OC" es (B'OC") = %Q(tan B+tanC).
Andlogamente (C'OA’) = %Q(tanC—ktanA) y (AOB’) = %Q(tanA—Ftan B).
Luego,

(A'B'C"y = (B'OC") + (C'OA") + (AOB')
2
= %(tanA + tan B 4 tan C)

2 A+ B

La desigualdad ocurre por ser convexa la funcién tanz en [0, 5.
De donde se concluye que,

(A'B'C") >

2
3‘/§R > (ABO).

Solucién 3.95 Note primero que a? + bc > 2V a2bc = 2V aby/ca. Andloga-
mente, b? + ca > 2vbevab, ¢ + ab > 2y/cav/be; luego se puede asegurar
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que

1 1 1 1 1 1 1
+ + <= + + .
a?+bc b +ca E+ab” 2 (M\/ﬁ Vbevab @\/E)

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz de la siguiente manera

( L S >2<<1+1+1><1+1 1>
Vaby/ca  Vbevab  Jeavbe) ~ \ab  bc  ca)\ca ab bc)’
el resultado se concluye.
Soluciéon 3.96 Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene
2 . 9
@
— > aa; > i| =((n—1 i = (n—1)242%
ZajZan_ Za ((n )Za) (n—1)
i#] 1#] 1#] i=1

Por otro lado,

> aia; = <gai>2— (z:;cﬁ) =A% - A

G

Solucién 3.97 Sin pérdida de generalidad, suponga que a1 < --- < a,. Sea
dp =apy1—ag parak=1,...,n. Entonces d =d; +---+d,—1. Parai < j, se
tiene |a; — aj| = aj —a; = d; + --- + dj_1. Entonces,

n j—1
s:Z|ai—aj\ = ZZ(di—l--”-i-dj,l)
i<j =2 i—1

n

= Y (dy+2dy+ -+ (G — 1)d;j1)

7j=2

= (n—1)d1+(n—2)2d2—|—~~-+1-(n—1)dn,1
n—1

= k(n — k)dy.
k=1

Como k(n—k) > (n—1), (yaque (k—1)(n—k—1) >0)y 4k(n — k) < n?
(por la desigualdad MG — M A), se obtiene que (n —1)d < s < %.

Para ver cuando la desigualdad del lado izquierdo es igualdad, observe que
kn—k)=mn-1)onk-1)=k -1 k=10k=mn—1, entonces
(n—1)d=ssbloside=---=d,_9=0,estoes, a1 <ag ="+ =an_1 < ay.



224 Soluciones a los Ejercicios y Problemas

Para ver cuando la segunda desigualdad es igualdad, observe que 4k(n—k) = n?
& k =n—k. Sin esimpar, laigualdad 4k(n — k) = n? se da Gnicamente
cuando di = 0, para toda k, por lo tanto, a1 = --- = a, = 0. Si n es par, es
decir, n = 2k, la lnica d; puede ser distinta de cero y entonces a; = -+ =
ag < Qg1 = -+ - = Q2.

Solucién 3.98 Considere el polinomio P(t) = tb(t?> — b?) + be(b? — ¢2) +
ct(c® — t?). Este satisface las igualdades P(b) = P(c) = P(—b—c) = 0, luego
P(t) = (b—c)(t —b)(t —c)(t + b+ c), ya que el coeficiente de t3 es (b — c).
Por lo que

lab(a® — V%) + be(b? — ¢?) + ca(c® — a?)| = |P(a)|
=|(b—c)(a—b)(a—c)(a+b+c).

El problema es, ahora, encontrar el menor niimero M que cumpla para todos
los ndimeros a, b, ¢, la desigualdad

l(a —c)(a—Db)(b—c)(a+b+c)| < Ma®+b*+c*)>2

Pero si (a,b,c) cumple la desigualdad, también, (Aa, Ab, Ac) la cumple para
cualquier ndmero real A. Por lo que se puede suponer, sin perder generalidad,
que a® +b%+c? = 1. Asi el problema se reduce a encontrar el valor maximo de
P =|(a—b)(a—c)(b—c)(a+b+c)| para nimeros reales a, b, c que satisfacen
a?+ b+ =1

Note que

[3(a® 4+ 0* + *))? = [2(a — b)* +2(a — c)(b—¢) + (a + b+ ¢)?]?
> 8l(a—c)(b—0)|[2(a — b)2 +(a+b+ 6)2]
> 16v2|(a — ¢)(b—¢)(a —b)(a + b+ ¢)|

= 16v/2P.
Las dos desigualdades se obtienen de aplicar la desigualad MG — M A.
Lo que garantiza que P < %ﬁ’ y el valor maximo es T?/i’ ya que la igualdad
_ 3346 . V6 _ 1/6-3V3
ocurre con a = 6v2 ,b—6\/§yc— e

Solucion 3.99 Paraa=2,b=c= % y n > 3 la desigualdad no es vilida.

Sin = 1, la desigualdad se reduce a abc < 1, que se sigue de vabc < %b*c =1.
Para el caso n = 2, sea © = ab+ bc+ ca; entonces como a’+b%+¢? = (a+b+
c)? —2(ab+bc+ca) = 9—2xy 2% = (ab+bc+ca)?® > 3(a’be+ab’c+ abc?) =
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3abe(a + b+ ¢) = 9abe, la desigualdad es equivalente a abc(9 — 2x) < 3. Pero,
bastard demostrar que x2(9 — 2x) < 27. Esta (ltima desigualdad es a su vez
equivalente a (2x + 3)(z — 3)? > 0.

Soluciéon 3.100 Primero use la desigualdad M G — M A para ver que ca+c+a >

3v/c2a2. Por lo que

@+ DG+1)? _ (a+DO+1D?* _ (a+Db+1* _ (b+1)°

3922 +1  cat+ct+a+l  (c+1(a+1)  (c+1)

Andlogamente para los otros dos sumandos; y entonces se tiene

(a+1)(b+1)? N (b+1)(c+1)? N (c+1)(a+1)?
3vc2a? +1 3va2b? + 1 3V + 1
b+1)? (c+1)? (a+1)?

~ (e+1) (a+1) b+1)°

Ahora aplique la desigualdad (1.11).

Solucion 3.101 Use la transformacién de Ravia =z+4y, b=y+z2, ¢c=z+u=,

obtendrd que z + y + 2z = 3 y zyz < (ZE2)3 = L. Ademds,

4abc  (a® +b* 4+ c*)(a+ b+ c) + dabe

2,12, 2
b —
a”+0"+c + 3 3
B 20+ 2?2+ (z+2)?+@+y))(a+y+2) 4y +2)(z+z)(x+y)
N 3
4 3
Zg((fv+y+z) — xy2)
4 (/3\* 1 13
> (2) -2 ) ==
-3 2 8 3
Por lo tanto el valor minimo es ?

Solucion 3.102 Aplique la transformacién de Ravi, a = y + z, b = z + «x,
¢ =z 4y, de tal forma que la desigualdad se puede reescribir como

(22)* (20)* (2)"*
Cr0@n) @ty Wt
>y+z2)z+a)++a)(r+y) + (x+y)(y+ 2).
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Aplique la desigualdad (1.11) y la desigualdad del ejercicio 1.27, para ver que

(22)4 N (2z)* N (2y)4 S 8(z% + 9% + 22)?
(z+2)2z) (z+y)(2y) (W+2)(22) — 22+y*+22+oy+yz+22
8(z* +y* +2%)°
2(x2 +y2 +22)

Por otro lado (y + 2)(z + z) + (z + z)(z + y) + (x + y)(y + 2) = 3(zy + yz +
zx) + (22 4+ y? + 2?); luego bastard demostrar que 4(z? + y? + 22) > 3(ay +
yz+zz)+ (22 +y? + 22), que se reduce a ver que x2 +y> + 2% > zy +yz + 2.

Solucion 3.103 La sustitucidn z = Z—J_rz, Yy = %, z = f_r—g tiene la propiedad

de que xy+yz+ 2z = 1. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, (z+y+2)? >
3(zy +yz + zx) = 3, por lo tanto |z +y + 2| > V3 > 1.

Solucién 3.104 Bastard considerar el caso en que z < y < z. Entonces
r=y—a, z=y+bcona,b>0.

Por un lado se tiene que, 2z = 1 —axy —yz =1 — (y —a)y —y(y + b) =
1—2y%+ay—byy por otro xz = (y —a)(y +b) = y*> — ay + by — ab. Al sumar
ambas identidades se tiene que 2zz = 1—y% —ab, luego 2x2z—1 = —y?—ab < 0.
Si 2zz =1 entonces y = 0 y xz = 1 una contradiccidn, luego xz < %

Los niimeros z = y = % yz= %(n—%) cumplen z <y < zyaxy+yz+zzr = 1.

1 1 1

i — Ll Ly_—_1_ 1
Sin embargo, 2 = 5-(n — ) = 5 — 5= puede estar tan cerca como se desee

de % por lo que el valor % no puede mejorarse.

Solucién 3.105 Suponga que a = [z] y que 7 = {z}. Entonces, la desigualdad
es equivalente a

a4+ 2r a n 2a+7’_ T >g
a a+2r r 2a +r 2’

Que se reduce a

2<r+a> a n T >§
a T a+2r 2a-+r 2

Pero como g + % > 2, bastara ver que,

a n r
a+2r 2a+r

<3
5

Pero a+2r > a+ry 2a+r > a+r; mas aln, en las dos desigualdades anteriores
las igualdades no se pueden dar simultdneamente (ya que eso implicaria que
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a=r=0), por lo que

a T a T 3
+ < + =1< =
a+2r 2a+r a+r a+r 2

Solucién 3.106 Aplique la desigualdad (1.11) para ver que

11 1 32
a+b+c>—4+-+->———,
a b ¢ a+b+c
entonces %b*'c > a+:;’+c. Entonces, bastard demostrar que a + b+ ¢ > %

Como (x + y + 2)? > 3(wy + yz + 2x), sucede que
11 1)\? 11 1 3
b+c)f>(-+-+-) >3(=+—+—)=——(a+b+o),
(a+b+c) <a+b+c> > (ab+bc+ca> abc(a+ +c)

y de aqui, es inmediato concluir.
Solucién 3.107 Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que
(a+b+1)(a+b+c*) > (a+b+c)

Entonces

a+b+c? a’+b+c a+b’>+c
(a+b+c)2+(a+b+c)2+(a+b+c)2
> 1 + 1 + ! > 1.
“a+b+1 b4+ec+1 cH+a+1"

Por lo tanto,
20a+b+c)+ (a®>+b*+c) > (a+b+c)? =a®+b* + * +2(ab+ be + ca)
de aqui el resultado.

Solucién 3.108 Para un punto P dentro de ABC, considere el punto () sobre
la mediatriz de BC' tal que AQ) = AP. Sea S la interseccién de BP con la
tangente a la circunferencia en Q. Entonces, SP + PC > SC, por lo que
BP+PC=BS+SP+PC>BS+SC.

Por otro lado, BS + SC > BQ + QC, luego BP + PC' es minimo si P = ().
Sea T el punto medio del segmento M N. Como el tridngulo AM Q) es isdsceles
y MT es una de sus alturas, entonces MT = Z() donde Z es el pie de la altura
de @ sobre AB. Luego MN + BQ + QC =2(MT + QC) =2(ZQ + QC) es
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minimo cuando Z, @), C' sean colineales y esto significa que C'Z es la altura.
Por simetria, BQ) también debera ser altura y entonces P es el ortocentro.

Solucién 3.109 Sea H el ortocentro del tridngulo MNP y sean A', B’,C’
las proyecciones de H sobre BC', C'A, AB, respectivamente. Como el tridngulo
MNP es acutdngulo H estd en el interior y también en el interior del tridngulo
ABC, y entonces

r<HA +HB'+ HC'<HM + HN + HP < 2X.

La segunda desigualdad es clara, las otras dos son los siguientes dos lemas.
Lema 1. Si H es un punto interior o sobre los lados de un tridngulo ABC, vy si
A’, B’,C" son sus proyecciones sobre BC, C' A, AB, respectivamente, entonces
x < HA + HB' + HC', donde z es la longitud de la altura menor de ABC.

Demostracion.

HA'+HB'+ HC'  HA' HB' HC' _(BHC) (CHA) (AHB)

_ — 1
z = e hy The T (aBo) T(aBC) TaBO)

Lema 2. Si MNP es un triangulo acutdngulo y H es su ortocentro, entonces
HM+HN+HP <2X, donde X es la altura mas grande del tridngulo M N P.
Demostracion. Suponga que /M < /N < /P, entonces NP < PM < MN
y entonces pasa que X es igual a la altura M M’. Debe ver que HM + HN +
HP < 2MM' = 2(HM + HM'), o equivalentemente que HN + HP <
HM +2HM'.

Sea H’ el punto simétrico de H con respecto a NP; como MNH'P es un
cuadrilatero ciclico, el teorema de Ptolomeo dice que

HM-NP=HN-MP+HP-MN>HN-NP+HP-NP

y entonces se obtiene que H'N + H'P < H'M = HM + 2HM'.

Solucién 3.110 Suponga, sin pérdida de generalidad, que x < y < z. Por lo
quez+y<z+rz<ytz ay<zr<yz 22%(x+y) > 2% (z+1x) > 22%(y +

1 1 < 1 ' :
) Ty S Vet S VarGr Por la desigualdad del reacomodo,
aplicada dos veces, se tiene que

Ty + 2x

Z\/2x2y+z Z\/Q:ﬂy—l—z
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222

V222(y + 2)

Ahora, al sumar ) de ambos lados de la desigualdad anterior, se

obtiene

Z 222 + 2yz S ZQ&: +ay + zz
N e N oE)
222 + z(y + 2)
P s \/m
223(y + 2)
> Y NeroE)

= AVE+ VIV =2

Segunda Solucién. Note primero que,

%+ yz B 2?2 —x(y+2) +yz x(y + 2)

22%(y + 2) 22%(y + 2) 22%(y + 2)
_ (-ylz—2)  Jyt=z
B 22%(y + 2) * 2
@—ye—2) I+
V222 (y + 2) 2

Andlogamente para los otros dos sumandos; por lo que

S e 2 DD i e

Luego, bastard ver que

@-yle—2 G-=Hy-2) -2y,
T | Ve te) | Rty o

(z—y)(z—2)

Sin perder generalidad, suponga que x > y > z. Luego m >0,y
W—2)y—=2) (G-2)z-y) _ (@=2)y—2) H-2-y
V2y2(2 + z) V222(z +y) V222 (x +y) V2y?%(z + x)

@-—yly—2 (Y-—2(—y

=<y—z><x—y>< L >>0.
\/222(35 +vy) \/2y2(z +x)
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La dltima desigualdad es consecuencia de y?(z +z) = y?z +y?z > y22 + 2%z =
2(z +y).
Solucién 3.111 Por la desigualdad (1.11)

a? N b? N c? S (a+b+c)?
24b+c2 24c+a? 24+a+b2 T 64+a+b+c+aZ+b24c2

Entonces, tiene que probar 6 +a + b + ¢ + a® + b + ¢ < 12, pero como
a’® +b%+ ¢ = 3, es suficiente mostrar que a + b+ ¢ < 3. Pero se tiene también
que (a+b+c)?2 =a?+ b +c? +2(ab+be+ ca) < 3(a® +b?+ %) =9.

La igualdad sedasiysélosia=b=c=1.

Solucién 3.112 Note primero que

a—be B 2bc 2bc 2bc

Ta+be l-b—ct+be (1-b(1-c) (cta)atb)

Por lo que la desigualdad es equivalente a

2bc 2ca 2ab
cra)atd) (ard+o  Brolcta)

3
> —.
-2

Simplifique esta ultima desigualdad para obtener que
41bc(b+ ¢) + ca(c+ a) + ab(a + b)] > 3(a+b)(b+ c)(c + a),
que a su vez es equivalente a la desigualdad
ab + bec + ca > 9abe.

Pero esta (ltima es consecuencia de (a +b+c¢)(1 + 3+ 1) > 9.

Solucién 3.113 Note que (z,/y+yv/z+2yx)? = 22y+y*z+222+2(zy Yz +
Y222 + 22, /TY).
La desigualdad MG — M A garantiza que

TYZ + a:y2

Ty Yz = Jryz\/xy? < —

por lo que,

(x\/y+yvz+ ) < 2y 492z + 22+ xy? + y2® + 22 + 3ayz.
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Como (z +y)(y + 2)(z + ) = 22y + %2 + 222 + 2y + y2% + 222 + 2wyz, se
tiene que

(@Y +yvz + 2v)°

IN

r+y)(y+2)(z + x) + 2yz

P )+ )+ ) + 5@+ )y + )+ )

(z+y)(y +2)(z+ )

IN

| ©

Por lo tanto K2 >
igualdad con K = 5

0|

_3_ — o =
y entonces K > ot Como paraz =y = z, se da la

=

, este valor es el minimo.

S

Segunda Solucidn. Aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz de la siguiente
forma:

TN GTYV AT = Ty iR ez < V(@ +y + 2) (zy + gz + za).

Después de esto, use la desigualdad MG — M A varias veces para tener

(x+y+2) (xy +yz+ 2z

(4+9) y+2) (+a)
3 3

2 2 2

) < Yryz/x2y?2? = vyz <

Solucién 3.114 El lado izquierdo de la desigualdad se escribir también como
a?b*cd+ab?®ccd+abc®d* +-a*bed +a*bcPd+ab®cd® = abed(ab+betcd+act-ad+bd).

La desigualdad MG — M A garantiza que a?b*c?d? < (w)4 = (%)4,

por lo que abed < 1—16. Para ver que el factor (ab + bc + cd + ac + ad + bd) es

menor a % se pueden seguir los dos caminos siguientes:

Uno es aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para tener que
(ab + bc + cd + ac + ad + bd + ba + cb + dc + ca + da + db)
<(@+VP+E+E+ P+ A+ PP+ P+ dP) =3
El otro consiste en aplicar la desigualdad MG — M A como sigue:

(ab 4+ bc + cd + ac + ad + bd)
- a2—|—62+62+02+02—|—d2 +a2+62+a2—|—d2+62+d2 3

- 2 2 2 2 2 2 2
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Solucién 3.115 (a) Desarrollando los cuadrados y agrupando los términos se
tiene
I+z+9)°+Q+y+2°+1+2+2)
=3+4(x+y+2)+ 2y +yz+ 2x) + 2%+ + 2.
Ahora, aplique la desigualdad MG — M A para obtener

(x4+y+2) > 3Yryz>3

(vy +yz+zx) > 3v/22y?22 >3

(® 4+ 2 +2%) > 33/a2y222 > 3.
Luego, (1+z+y)?+(1+y+2)2+(1+2+2)2>3+4-3+2-3+2-3=27.
La igualdad se da cuando x =y =2 = 1.
(b) Nuevamente, desarrollando los cuadrados la desigualdad es equivalente a

3+4(z+y+2)+ 2y +yz+zw) + 22 + 32 + 27)
<3(2? + 4 2%) + 6(zy +yz + 22)

y también a 3+4u < u?+2v,donde u = x+y+2>3yv=ay+yz+zr > 3.
Pero u > 3 implica que (u —2)? > 1. Luego, (u —2)?2+20>1+6=7.
La igualdad se da cuando u =3 y v = 3, es decir, cuando x =y = z = 1.
Solucién 3.116 Note que

1 1 1 1
1+a2(b+c) 1+4+a(ab+ac) 1+a(3—bc) 3a+1—abc

La desigualdad MG — M A implica que 1 = 20Hbetca > J/q2p2c2, entonces
abc < 1. Luego,

1 1 1
= <
1+a?(b+c¢) 3a+1—abc ™~ 3a
Andlogamente, m < % y H—T%a-l—b) < é Por lo tanto,
1 1 1 1 1 1

< 4 4=
1+a2(b—|—c)+1—|—b2(c—|—a)+1+02(a—|—b) - 3a+36+3c
bc + ca + ab 1

3abc ~ abe’

Solucién 3.117 La desigualdad es equivalente a

1 1 1
+ +
a+b b+c cHa

(a+b+c)< >Zk+(a+b+c)k:(a+b+c+1)k.
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Por otro lado, usando la condicién a 4+ b + ¢ = ab + bc + ca, se tiene que

LS S S a? 4+ b? + ¢® + 3(ab + be + ca)

a+b b+c c+a (a+b)(b+c)(c+a)
a?+ b+ +2(ab+ be + ca) + (ab + be + ca)
B (a+b)(b+c)(c+a)

(a+b+c)la+b+c+1)
(a+b+c)?2—abec

Luego,

= >1
(a+b+c)?—abec — '

(a+b+c) 1 N 1 1\ (a+b+¢)?
(a+b+c+1)\a+b b+c c+a

y como la igualdad se da si y sdlo si abc = 0, se tiene que kK = 1 es el valor

maximo.

Solucién 3.118 Multiplicando ambos lados de la desigualdad por el factor
(a + b+ c), se obtiene la desigualdad equivalente

9a+b+c)(a® 4+ b* + ) + 27abe > 4(a + b+ ¢)?,
la cual es a su vez equivalente a
5(a® 4+ b% 4+ ) + 3abe > 3(ab(a + b) + ac(a + ¢) + be(b + ¢)).
Por la desigualdad de Schiir con n = 1, ver el gjercicio 2.83 , se sigue que
a® 4+ b% 4 ¢ + 3abe > ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a),

y la desigualdad de Muirhead nos dice que 2[3,0,0] > 2[2,1,0], que es equiva-
lente a

4(a® + b® + ¢) > 2(ab(a + b) + acla + ¢) + be(b + ¢)).
Sume las dltimas desigualdades y obtendra el resultado.

Soluciéon 3.119 Lema. Si a, b > 0, entonces ﬁ + a% + b% > %.
Demostracioén. - )
b2—3ab
Basta notar que ﬁ + a% + b% -4 = %
Sin perder generalidad suponga que z = min{z,y, z}; ahora aplique el lema
cona=(r—z)yb=(y—z), para tener
1 1 1 4
- -

TR A IS A PR Rl s e
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Ahora, serd suficiente mostrar que zy + yz + zx > (x — z)(y — 2); pero esto es
equivalente a 2z(y + x) > 22, que es inmediato.

Soluciéon 3.120 Para el caso (i) hay varias maneras de resolverlo.
1% forma. Puede mostrase que

x? N y? N 2 (yztzrtay-3)°
(=172 (-2 (-1?% = (@-1*y—-1)2(-1)%
2¢ forma. Con la sustitucién a = %7, b = 45, ¢ = %5, la desigualdad

por demostrar es a® + b?> 4+ ¢ > 1, y la condicién zyz = 1 es equivalente a
abc=(a—1)(b—1)(c—1) o (ab+bc+ca)+1=a+0b+c. Con la ayuda de
las identidades anteriores se puede obtener que

>+ +c = (a+b+c)?—2(ab+ be+ ca)
= (a+b+c)*=2a+b+c—1)
= (a+b+tc—1)2%+1

luego
A+ +c=(a+bte—1)72+1.

El caso (ii) se puede demostrar dependiendo de como se llegd a establecer
el caso (7). Por ejemplo, si se demostré de la 2% forma, la igualdad se tiene
cuando a?+b*+c2=1ya+b+c=1.(Enla 1% forma la igualdad se tiene
cuando zyz = 1y zy + yz + zx = 3). De las ecuaciones se puede cancelar
una variable, por ejemplo ¢ (y como ¢ = 1 — a — b, si se demuestra que a
y b nimeros racionales el ¢ serd también un nimero racional), para llegar a

a’? 4+ b?>+ab —a — b= 0. Esta identidad se puede trabajar como una ecuacién
1—a+t+/(1—a)(143a)
2

cuadratica en b con raices b = , que serdn ndmeros racionales

si (1 —a)y (1+ 3a) son cuadrados de niimeros racionales. Si a = % entonces

sucede que m — k y m + 3k son cuadrados de nlimeros enteros, por ejemplo, si
m = (k—1)2+k, esclaroque m —k = (k—1)> y m+ 3k = (k+1)2. Luego,

. : —htk2—
los niimeros racionales a = £, b = %ﬂfl

- y ¢ =1—a — b, cuando k varia
en los niimeros enteros, son nimeros racionales donde se alcanza la igualdad.
Hay unas excepciones k£ = 0, 1, ya que los valores a = 0 6 1 no son valores

permitidos.
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Utilizamos la siguiente notacién estdndar:

los nimeros enteros positivos (ndmeros naturales)
los nimeros reales

los nimeros reales positivos

si y sélo si

implica

el elemento a pertenece al conjunto A

A es un subconjunto de B

valor absoluto del niimero real x

la parte fraccionaria de un nimero real x

la parte entera de un ndmero real z

el conjunto de nimeros reales x tal que a < x < b
el conjunto de nldmeros reales x tal que a < x < b
la funcién f definida en [a,b] con valores en R

la derivada de la funcién f(x)

la segunda derivada de la funcién f(z)

el determinante de la matriz A

la suma a; +as+ -+ ay

el producto aq - as - - - ay

el producto para toda ay,as,...,a, excepto a;

el maximo valor entre a,b, ...

el minimo valor entre a,b, ...

la raiz del ndmero real positivo x
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Y la m — ésima raiz del nimero real positivo x
expx =e” la funcién exponencial

E fla,b,...) representa la suma de la funcién f evaluada
ciclica
en todas las permutaciones ciclicas de las variables a, b, . ..

Utilizamos la siguiente notacidn en la seccién del teorema de Miiirhead:

Z' F(zy,...,x,) la suma de n! términos obtenidos cuando se evalia F' en
. todas las posibles permutaciones de (z1,...,2;,)
(b) < (a) (a) mayoriza a (b)
bi, b
[b] < [a] %Z!xlle'“x?fS%Z!ZC?IZCCQLQ"'@"Z"

Utilizamos la siguiente notacién geométrica:

A B,C los vértices del tridngulo ABC
a,b,c las longitudes de los lados del triangulo ABC
A, B, C’ los puntos medios de los lados BC,CAy AB
/ZABC el dngulo ABC
LA el dngulo en el vértice A o la medida del angulo en el vértice A
(ABC) el drea del tridngulo ABC
(ABCD...) el drea del poligono ABCD...
Mg, Mp, M las longitudes de las medianas del tridngulo ABC
ha, hy, he las longitudes de las alturas del triangulo ABC
lay Uy, L las longitudes de las bisectrices internas del triangulo ABC
S el semiperimetro del tridngulo ABC
r el inradio del tridngulo ABC' el radio del incirculo
R el circunradio del triangulo ABC, el radio del
circuncirculo
1,0,H,G el incentro, el circuncentro, el ortocentro y el centroide
del tridngulo ABC
Iy, Iy, 1. los centros del excirculo del triangulo ABC

Utilizamos la siguiente notacidn referente a los problemas:

IMO Olimpiada Internacional de Matemdticas (por sus siglas en inglés)
APMO Olimpiada de la Cuenca del Pacifico (por sus siglas en inglés)
(pais, afio) problema que corresponde a la olimpiada de matematicas

celebrada en ese pafs, en ese afo, en alguna de las etapas
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